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2. Aibės skaidiniai, Belo skaičiai
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‘
funkciju

‘
fundamentalioji lema

11. Ansambliai, ju
‘
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I. TIKIMYBINIS METODAS KOMBINATORIKOJE

1. Tikimybinė kombinatorika ar tikimybiniai metodai kombinatorikoje?

Kombinatorikoje naudojami visu
‘
matematikos šaku

‘
metodai ir rezultatai. Pastaruoju

metu ypač plinta tikimybinis ,,virusas”. Dažnai būna sunku i
‘
rodyti kažkokio ǐsskirtinio

objekto egzistavima
‘
visoje ju

‘
klasėje. Tačiau toje klasėje i

‘
vedus tikimybini

‘
mata

‘
, nesunku

parodyti, kad ǐsskirtinio objekto tikimybė yra teigiama. Iš čia daroma ǐsvada, kad toks
objektas egzistuoja. Žinoma, tai yra nekonstruktyvus i

‘
rodymas. Tačiau pamiršus pati

‘
i
‘
rodymo metoda

‘
, mes turime matematini

‘
fakta

‘
, suformuluota

‘
net nenaudojant žodžiu

‘
,,atsitiktinis”, ,, su tam tikra tikimybe” ar panašiu

‘
. Tokie rezultatai net nepriskiriami

tikimybinei kombinatorikai, kurios ǐsskirtinis bruožas yra pačiu
‘
rezultatu

‘
formulavimas

tikimybiu
‘
teorijos terminais.

Šio kurso pradžioje paliesime keleta
‘
kombinatorikos uždaviniu

‘
, kuriu

‘
sprendimui pato-

gu taikyti tikimybinius metodus. Tik po to, gerokai ǐsnagrinėje
‘
pačius populiariausius

kombinatorikos objektus, eisime prie jiems keliamu
‘
tikimybiniu

‘
uždaviniu

‘
. Vadinasi, kas

yra tikimybinė kombinatorika, turėtu
‘
paaǐskėti tik kurso gale.

2. Viena poaibiu
‘
spalvinimo problema

Pradėkime nuo paprastos spalvinimo problemos. Imkime pradine
‘
aibe

‘
X ir tarkime,

kad turime galimybe
‘
jos elementus nuspalvinti naudodami viena

‘
ǐs dvieju

‘
spalvu

‘
. Na-

grinėkime jos d poaibiu
‘
šeima

‘
A. Sakoma, kad A yra dvispalvė, jei yra toks X nuspalvin-

imas, kad kiekviename A poaibyje atsiras abieju
‘
spalvu

‘
elementai. Jei A su |A| = m yra

dvispalvė, tai ir daliniai pošeimiai su mažesniu skaičiumi poaibiu
‘
bus dvispalviai. Didi-

nant m ši savybė nebūtinai ǐslieka. Pavyzdžiui, aibės X su |X| = 2d − 1 visu
‘
d poaibiu

‘
šeima X(d) jau nebėra dvispalvė. Iš tiesu

‘
, bet kaip spalvinant bus bent d vienodos spalvos

elementu
‘
ir toks poaibis priklauso X(d). Kokia yra mažiausia poaibiu

‘
šeimos A ⊂ X(d),

kai d ≥ 2, galia, kad A nebūtu
‘
dvispalvė. Pažymėkime šia

‘
galia

‘
m(d). Kitaip tariant,

jei |A| < m(d), tai šeima A jau bus dvispalvė. Pritaike
‘
Stirlingo formule

‘
, ǐs pateiktojo

pavyzdžio matome, kad

m(d) ≤
(

2d− 1
d

)
= (1 + o(1))

22d

2
√
πd
, d→∞.

Tai yra gana grubokas i
‘
verti s ǐs viršaus. Daugiau informacijos suteikia apatiniai i

‘
verčiai.

Ateityje tarsime, kad pradinė aibė X yra pakankamai didelė.
Teorema. Teisingas toks i

‘
vertis ǐs apačios:

m(d) > 2d−1, d ≥ 2.

I
‘
rodymas. Reikia i

‘
sitikinti, kad bet kokia d poaibiu

‘
šeima A su |A| = m ≤ 2d−1 yra

dvispalvė. Nuspalvinkime aibės X elementus viena ǐs spalvu
‘

su vienoda tikimybe ir
nepriklausomai viena

‘
nuo kito. Galime sakyti, kad prieš spalvindami viršūne

‘
metame

moneta
‘
. Jei A ∈ A yra bet koks ǐs poaibiu

‘
, tai tikimybė, kad visi jo elementai yra vienos

spalvos, yra
P (SA) := P (A− vienspalvis) = (1/2)d−1.
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Čia atsižvelgėme i
‘
dvieju

‘
spalvu

‘
galimybes. Tikimybė, kad bent vienas ǐs A poaibiu

‘
bus

vienspalvis, lygi

P

( ⋃
A∈A

SA

)
.

Jei poaibiai ǐs A nesikerta, ieškomas nuspalvinimas akivaizdžiai egzistuoja. Priešingu
atveju užrašytoje i

‘
vykiu

‘
sa

‘
jungoje i

‘
vykiai nėra nesutaikomi, o sankirtu

‘
tikimybės yra

teigiamos. Tada

P

( ⋃
A∈A

SA

)
<

∑
A∈A

P (SA) = (1/2)d−1m ≤ 1.

Iš čia ǐsplaukia, kad priešingo i
‘
vykio, kad visi poaibiai bus dvispalviai, tikimybė yra

teigiama, todėl egzistuoja X nuspalvinimas toks, kad A būtu
‘
dvispalvis. �

Pastebėkime, kad m(2) = 3. Tai reǐskia, kad 1 teoremoje gautas i
‘
vertis yra pasiekia-

mas. Pakanka panagrinėti trikampio viršūniu
‘
nuspalvinimo dviem spalvomis variantus.

Visada bent viena kraštinė turės vienodos spalvos galus.
Sunkiau i

‘
rodyti teigini

‘
, kad m(3) = 7. Panagrinėkite lygiakraščio trikampio viršūniu

‘
ir pusiaukraštiniu

‘
visus tarpusavio susikirtimo taškus. Gausite 7 tašku

‘
aibe

‘
. Sudarykite

šeima
‘
7 poaibiu

‘
po tris ǐs tašku

‘
, esančiu

‘
kraštinėse, pusiaukraštinėse ir kraštiniu

‘
vidurio

tašku
‘
. Kad ir kaip keistume visu

‘
tašku

‘
nuspalvinimo variantus, bent viena ǐs šeimos aibiu

‘
bus vienaspalvė. Todėl m(3) ≤ 7.

Dvidešimtajame amžiuje taip ir nepavyko rasti m(4) bei kitu
‘
šios funkcijos reikšmiu

‘
.

3. Ramsey skaičiai

Ypač sunkios yra Ramsey’io skaičiu
‘

problemos. I
‘
sivaizduokime, kad juoda ir balta

spalvom nuspalvinome pilnojo grafo Kn briaunas ir keliame klausima
‘
, ar jame yra viena-

spalviai pilnieji pografiai Ks arba Kt. Čia s, t ≤ n. Jei viena
‘
ǐs šiu

‘
pografiu

‘
radome n eilės

grafe, tai juo labiau rasime ir didesniame. I
‘
domus uždavinys yra surasti mažiausia

‘
n, kad

bet kokiu būdu dviem spalvom nuspalvinatas Kn turėtu
‘
bent viena

‘
minėta

‘
vienaspalvi

‘
pografi

‘
. Šis mažiausias skaičius vadinamas Ramsey skaičiumi R(s, t).

Su jais susije
‘
s plačiai inomas faktas, jog šešiu

‘
studentu

‘
draugijoje visada egzistuoja

trejetas, kurie paži
‘
sta vienas kita

‘
arba nei vienas nepaži

‘
sta kito. Vaizduokime studen-

tus šeštos eilės grafo viršūnėmis ir junkime briauna viršūnes, jei atitinkami studentai
pažinojo vienas kita

‘
. Šalia nubrėžkime grafo papildini

‘
, t.y., grafa

‘
su šešiomis viršūnėmis,

kurios sujungtos briaunomis, jei atitinkami studentai nepažinojo vienas kito. Uždėjus
abu grafus viena

‘
ant kito, gautume pilna

‘
ji
‘
K6 grafa

‘
. Taigi, minėtas faktas teigia, kad bet

kaip perskyrus pilnojo grafo briaunas i
‘
dvi dalis (pvz., nudažius jas dviem skirtingomis

spalvomis), arba viename, arba kitame pografyje bus pilnasis K3 pografis. Deja, penkiu
‘

studentu
‘
draugija tokios savybės jau nebeturi.

Performuluojant Ramsey skaičiaus R(s, t) apibrėžima
‘
, juo galima laikyti mažiausia

‘
eile

‘
G grafo, kuriame arba jo papildinyje yra vienas ǐs vienspalviu

‘
pografiu

‘
Ks arba Kt.

Ateityje laikysime, kad s, t ≥ 2. Pastebėkime, kad

R(s, t) = R(t, s), s, t ≥ 2,
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o
R(s, 2) = R(2, s) = s, s ≥ 2.

Iš tiesu
‘
, dažant Ks grafo briaunas juodai ir baltai, arba visos briaunos bus juodos, arba

bent viena balta.
1 teorema (Ramsey, 1928). Tarkime, kad R(s−1, t) ir R(s, t−1) egzistuoja, o s, t > 2.

Tada egzistuoja R(s, t) ir yra teisinga nelygybė

R(s, t) ≤ R(s− 1, t) +R(s, t− 1).

Be to, kai s, t ≥ 2,

R(s, t) ≤
(
r + s− 2
s− 1

)
.

I
‘
rodymas. Pirma

‘
ja

‘
nelygybe

‘
i
‘
rodinėjant, pagal sa

‘
lyga

‘
galime laikyti, kad dešinėje

esantys dėmenys yra baigtiniai. Tegu

n := R(s− 1, t) +R(s, t− 1) =: n1 + n2.

Spalvinkime Kn grafo briaunas juodai ir baltai bet kokiu būdu. Reikia rasti juodai
nudažyta

‘
pografi

‘
Ks arba balta

‘
pografi

‘
Kt.

Fiksuokime Kn viršūne
‘
x. Jos laipsnis δ(x) = n − 1 = n1 + n2 − 1. Todėl ši viršūnė

yra incidenti nemažiau negu n1 juodu
‘

briaunu
‘

arba nemažiau negu n2 baltu
‘

briaunu
‘
.

Simetrǐskumo dėka galime teigti, kad yra teisingas pirmasis atvejis. Nagrinėkime pilna
‘
ji
‘

Kn1 grafa
‘
, kurio viršūnės yra incidentǐskos x ir kurias su x jungia juodos briaunos. Jei

Kn1 turi balta
‘
Kt pografi

‘
, tai pirmoji nelygybė i

‘
rodyta.

Priešingu atveju, pagal pažymėjima
‘
n1 = R(s − 1, t), pilnasis Kn1 grafas turi juoda

‘
Ks−1 pilna

‘
ji
‘
pografi

‘
, kuris kartu su x ir juodosiomis briaunomis, incidenčiomis x, sudaro

pilna
‘
ji
‘
pografi

‘
Ks. Pirmoji teoremos nelygybė i

‘
rodyta.

Antra
‘
ja

‘
nelygybe

‘
i
‘
rodome matematinės indukcijos metodu. Kaip esame pastebėje

‘
, kai

s = 2 arba t = 2, antroji nelygybė virsta lygybe. Tarkime, kad s, t > 2, o s′, t′ ≥ 2 kita
pora natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
, s′+ r′ < s+ t, kuriai antroji teoremos nelygybė jau yra teisinga

pagal indukcine
‘
prielaida

‘
. Iš anksčiau i

‘
rodytos nelygybės ǐsplaukia

R(s, t) ≤ R(s− 1, t) +R(s, t− 1) ≤

≤
(
t+ s− 3
s− 2

)
+

(
t+ s− 3
s− 1

)
=

(
t+ s− 2
s− 1

)
.

Teorema i
‘
rodyta. �

Išvada. Teisingas toks i
‘
vertis ǐs viršaus:

R(s, s) ≤ 22s−3.

I
‘
rodymas. Kadangi binominiu

‘
koeficientu

‘(
2s− 3
s− 1

)
,

(
2s− 3
s− 2

)
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suma suskaičiuoja ne visus (2s− 3) aibės poaibius, tai

(2.1) R(s, s) ≤
(

2s− 2
s− 1

)
=

(
2s− 3
s− 1

)
+

(
2s− 3
s− 2

)
≤ 22s−3.

Išvada i
‘
rodyta. �

Pritaike
‘
Stirlingo formule

‘
, galėtume ši

‘
i
‘
verti

‘
truputi

‘
patikslinti.

Jau anksčiau matėme, kad R(2, 2) = 2, o. I
‘
sitikinkite, kad minėta studentu

‘
būrelio

savybė matematǐskai yra ǐsreǐskiama lygybe R(3, 3) = 6. Jai i
‘
rodyti pastebėtume, kad

pirmoji ǐs (2.1) nelygybiu
‘
parodo, jog R(3, 3) ≤ 6. Apatini

‘
i
‘
verti

‘
gautume ǐsnagrinėje

‘
pilna

‘
ji
‘
K5 grafa

‘
, pavaizdave

‘
ji
‘

penkiakampiu ir nuspalvine
‘

vidines briaunas baltai, o
ǐsorines – juodai. Kadangi jame nerastume vienspalvio trikampio, padarytume ǐsvada

‘
,

kad R(3, 3) ≥ 6.
Ramsey’io skaičiu

‘
i
‘
vertinimas ǐs apačios yra žymiai sudėtingesnė problema. Ja

‘
na-

grinėsime naudodami tikimybinius samprotavimus.
2 teorema (P. Erdős). Visiems s ≥ 2 turime

R(s, s) ≥ 2s/2.

I
‘
rodymas. Galime pradėti nuo s ≥ 4. Imkime Kn grafa

‘
, kai n < 2s/2, ir nepriklausomai

su vienodomis tikimybėmis 1/2 nuspalvinkime jo briaunas juoda ir balta spalvomis. Bet
kokio visu

‘
briaunu

‘
nuspalvinimo tikimybės yra lygios

2−(n
2).

Jei A yra viršūniu
‘
s aibė, o SA – i

‘
vykis, kad visos A viršūnes jungiančios briaunos yra

baltos, tai
P (SA) = 2−(s

2).

Vadinasi, tikimybė, kad yra bent vienas baltas pilnasis pografis Ks, lygi

P

( ⋃
|A|=s

SA

)
≤

∑
|A|=s

P (SA) =
(
n

s

)
2−(s

2).

Pasinaudokime nelygybe (
n

s

)
≤ ns

2s−1
, s ≥ 4,

ǐsplaukiančia ǐs (
n

s

)
=
n(n− 1) · · · (n− s+ 1)

s!
≤ ns

s!
≤ ns

2s−1
.

Taigi, jei n < 2s/2,

P

( ⋃
|A|=s

SA

)
≤ ns

2s−1
2−(s

2) < 2s2/2−(s
2)−s+1 = 2−s/2+1 ≤ 1/2.
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Tokia pati tikimybė ir dėl juodojo Ks pografio egzistavimo. Vadinasi, tikimybė, kad
neegzistuos nei baltas, nei juodas Ks, yra griežtai teigiama. Darome ǐsvada

‘
, kad yra

grafo Kn nuspalvinimas su šia savybe. Teorema i
‘
rodyta. �

Aptartus Ramsey skaičiaus R(s, s) i
‘
verčius pavyksta patikslinti tik atskirais atvejais.

Nežiūrint to, kad mes naudojome primityvius tikimybinus samprotavimus, bet kokiam s
P.Erdős’o i

‘
verčio iki šiol nepavyko pagerinti.

4. Grafu
‘
vaizdavimo plokštumoje problema

Panagrinėkime grafu
‘

i
‘
dėties i

‘
plokštuma

‘
problema

‘
. Prisiminkime, kad grafas vadi-

namas planariuoju, jei egzistuoja jam izomorfiškas plokščiasis grafas. Tai reǐskia, kad
planaru

‘
ji
‘
grafa

‘
galima pavaizduoti plokštumoje taip, kad briaunas vaizduojančios Žorda-

no kreivės nesikirstu
‘
vidiniuose taškuose. Žinoma, gretimos briaunos bus vaizduojamos

kreivėmis, turinčiomis bendra
‘
galini

‘
taška

‘
. Paprastajam jungiam plokščiam grafui G =

(V,E) su |V | = n, |E| = m ir veidu
‘
(valstybiu

‘
) skaičiumi f galioja Eulerio lygybė

n−m+ f = 2.

Iš čia ǐsplaukia nelygybė

(4.1) m ≤ 3n− 6.

Iš tiesu
‘
, jei fi – skaičius veidu

‘
, apribotu

‘
i ≥ 3 briaunu

‘
, tai

f = f3 + f4 + · · · , 2m = 3f3 + 4f4 + · · · .

Vadinasi, 2m− 3f ≥ 0. I
‘
state

‘
ši
‘
i
‘
verti

‘
i
‘
Eulerio lygybe

‘
, gauname (4.1).

Taigi, matome, jog vaizduodami didelius grafus plokštumoje, neǐsvengsime briaunu
‘

susikirtimu
‘
. Aǐsku, galėtume ǐsvengti briaunos susikirtimo su savimi, briaunu

‘
su bendra

viršūne susikirtimo, dvieju
‘
briaunu

‘
susikirtimo dukart ir daugiau kartu

‘
. Kalbėdami apie

briaunu
‘

susikirtimus čia ǐsvardintu
‘

atveju
‘

neturėsime omenyje. Koks yra minimalus
briaunu

‘
susikirtimu

‘
skaičius paprastajam grafui? Pažymėkime ji

‘
cr(G). Grafo i

‘
dėti

‘
i
‘

plokštuma
‘
su tokiu susikirtimu

‘
skaičiumi vadinkime minimaliuoju.

1 teorema. Teisingas i
‘
vertis ǐs apačios

cr(G) ≥ m− 3n+ 6.

I
‘
rodymas. Tarkime, kad grafa

‘
G i

‘
dėjome i

‘
plokštuma

‘
ir gavome cr(G) briaunu

‘
susikirti-

mu
‘
. Susiskirtimo taškus prijunge

‘
prie viršūniu

‘
aibės, o jais apribotas briaunu

‘
dalis – prie

briaunu
‘
, gauname nauja

‘
grafa

‘
, kuris bus plokščias. Naujojo grafo eilė lygi n′ = n+cr(G),

briaunu
‘
skaičius – m′ = m+ 2cr(G), nes kiekviena naujoji viršūnė yra ketvirto laipsnio.

Pagal (4.1) gauname
m+ 2cr(G) ≤ 3(n+ cr(G))− 6.

Iš čia ǐsplaukia teoremos tvirtinimas. �
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Pastebėkite, kad cr(K6) = 3. Jei m priklauso nuo n tiesǐskai, tai 3 teoremos rezultatas
yra gana tikslus. Bendru atveju jis grubokas. 1973 metais P. Erdős ir R.K. Guy ǐskėlė
hipoteze

‘
, kad cr(G) ≥ cm3/n2; čia c > 0. Ja

‘
1982 metais i

‘
rodė visas būrys matematiku

‘
.

Mes pateiksime tikimybini
‘
kiek tikslesnio rezultato i

‘
rodyma

‘
.

2 teorema. Jei paprastajam n eilės ir m didumo grafui m ≥ 4n, tai

cr(G) ≥ 1
64
m3

n2
.

I
‘
rodymas. Nagrinėkime minimalu

‘
grafo G i

‘
dėjima

‘
i
‘

plokštuma
‘
. Tarkime, kad jame

viršūnės atsiranda nepriklausomai su vienodomis tikimybėmis 0 < p < 1. Gauname
atsitiktini

‘
grafa

‘
Gp. Jo eilė np, didumas mp ir susikirtimu

‘
skaičius Xp = cr(Gp) yra

priklausomi atsitiktiniai dydžiai. Tačiau 1 teoremos teiginys jam galioja. Gauname

Xp −mp + 3np ≥ 6 > 0.

Iš čia ǐsplaukia sa
‘
ryšis vidurkiams

(4.2) EXp −Emp + 3Enp > 0.

Suskaičiuojame juos

En=pn, Emp = mp2, EXp = p4cr(G).

Sunkiau pastebima paskutinė lygybė argumentuojama tuo, kad naujajame grafe susikirti-
mas atsiranda senojo vietoje, jei pasirodo visos keturios briaunu

‘
galinės viršūnės. Dabar

i
‘
state

‘
i
‘
(4.2), gauname

p4cr(G)− p2m+ 3pn > 0.

Vadinasi,

cr(G) >
p2m− 3pn

p4
=
m

p2
− 3n
p3
.

Parinke
‘
p = 4n/m, ǐs čia gauname reikiama

‘
i
‘
verti

‘
. �

Sugalvokite dar gražesni
‘
i
‘
rodyma

‘
!

5. Kliku
‘
problema

Dabar pateiksime pavyzdi
‘
, kuriame tikimybiu

‘
vaidmuo yra kiek kitoks nei anksčiau

pateiktuose teoremu
‘
i
‘
rodymuose. Priminsime, kad pilnasis pografis Kp grafe yra vadi-

namas klika. Intuityviai aǐsku, kad grafas, neturintis didelės eilės p klikos, negali turėti
daug briaunu

‘
. Rasime šio fakto kiekybini

‘
i
‘
vertinima

‘
.

Turano teorema. Jei grafas G = (V,E) neturi p eilės klikos, tai

|E| ≤
(

1− 1
p− 1

)
n2

2
.
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I
‘
rodymas. Pasinaudokime ir tikimybėmis, ir viena optimizavimo idėja. Grafo viršūniu

‘
aibėje V i

‘
veskime tikimybini

‘
skirstini

‘
, viršūnei u ∈ V priskirdami tikimybe

‘
wu ≥ 0 taip,

kad ∑
u∈V

wu = 1.

Skirstini
‘
yra patogu žymėti vektoriumi w̄ = (w1, . . . , wn). Nagrinėkime suma

‘

f(w̄) :=
∑

uv∈E

wuwv,

kurioje, kaip matome, imamos tik gretimu
‘
viršūniu

‘
tikimybiu

‘
sandaugos.

Tegu u1 ir v1 – bet kokios negretimos viršūnės. Pažymėkime ju
‘

gretimu
‘
ju

‘
viršūniu

‘
tikimybiu

‘
sumas

s =
∑

u1v∈E

wv, t =
∑

uv1∈E

wu.

Tegu s ≥ t. Kaip keistu
‘
si f(w̄), jei v1 tikimybe

‘
wv1 ,,perduotume” u1 viršūnei, tuo pačiu

mažintume viršūniu
‘

su teigiamomis tikimybėmis skaičiu
‘
? Tegu naujasis skirstinys bus

w̄′. Jis gautas ǐs w̄ skirstinio v1-a‘ koordinate
‘
pakeitus 0 ir u1-a‘ koordinate

‘
– wu1 + wv1 .

Kadangi

f(w̄) =
∑

uv∈E
u 6=u1,v 6=v1

wuwv + wu1

∑
u1v∈E

wv + wv1

∑
uv1∈E

wu

=
∑

uv∈E
u 6=u1,v 6=v1

wuwv + wu1s+ wv1t,

(5.1)

Keičiant skirstini
‘

nurodytu būdu, šioje sumoje ǐsnyktu
‘

paskutinis, o priešpaskutinis
dėmuo padidėtu

‘
dydžiu wv1s. Taigi, naujajam tikimybiu

‘
skirstiniui

f(w̄′) = f(w̄) + wv1s− wv1t ≥ f(w̄).

Vadinasi, galime padaryti ǐsvada
‘
: negretimu

‘
viršūniu

‘
tikimybes perduodant tai viršūnei,

kurios kaimyniu
‘
tikimybė yra didesnė, funkcijos f reikšmė nemažėja. Ji pasiekia maksi-

muma
‘
, kai viršūnės su teigiamomis tikimybėmis yra poromis gretimos. Tada jos sudaro

klika
‘
, kurios eile

‘
pažymėkime k ≤ p− 1.

Tegu dabar u1 ir v1 dvi šios klikos viršūnės su tikimybėmis wu1 > wv1 . Imkime
0 < ε < wu1 − wv1 ir pakeiskime šiu

‘
viršūniu

‘
tikimybes per ε mažindami didesne

‘
ir

didindami mažesne
‘
. Panašiai kaip (5.1), bet atsižvelgdami i

‘
tai, kad dabar ir u1v1 ∈ E,

gauname nauja
‘
ja

‘
funkcijos f reikšme

‘

f(w̄′′) =
∑

uv∈E
u 6=u1,v 6=v1

wuwv +
(
wu1 − ε

) ∑
u1v∈E

wv +
(
wv1 + ε

) ∑
uv1∈E

wu

+
(
wu1 − ε

)(
wv1 + ε

)
= f(w̄)− ε

(
1− wu1

)
+ ε

(
1− wv1

)
− ε2

= f(w̄) + ε
(
wu1 − wv1

)
− ε2 > f(w̄).
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Šis i
‘
vertis rodo, kad klikoms funkcija f pasiekia maksimuma

‘
, kai skirstinys viršūniu

‘
aibėje

yra tolygus. Jei v1, . . . , vk yra klikos viršūnės, tai ju
‘
tikimybės tada turi būti lygios 1/k.

Klika turi k(k − 1)/2 briaunu
‘
, todėl maksimali funkcijos f reikšmė lygi

k(k − 1)
2

1
k

1
k
.

Didėjant k ≤ p − 1, ji didėja, tad bet kokiam tikimybiniam skirstiniui virūniu
‘

aibėje
turime

f(w̄) ≤ 1
2

(
1− 1

p− 1

)
.

Paėme
‘
tolygu

‘
ji
‘
skirstini

‘
wu ∼ 1/n, u ∈ V , gauname

|E|
n2

≤ 1
2

(
1− 1

p− 1

)
.

Ta
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti. �

Ar Turano teorema nurodo tikslu
‘

grafo didumo i
‘
vertinima

‘
? Atsakymas yra teigia-

mas. Pakanka panagrinėti (p− 1)-dalius pilnuosius grafus. Pagal apibrėžima
‘
jie gaunami

suskaidžius viršūniu
‘

aibe
‘

i
‘

(p − 1)-a
‘

galios ni > 0 poaibi
‘

taip, kad 1 ≤ i ≤ p − 1 ir
n1 + · · ·np−1 = n, ir sujungiant kiekviena

‘
pora

‘
viršūniu

‘
, gulinčiu

‘
skirtinguose poaibiu-

ose, briaunomis. Maksimalus briaunu
‘
skaičius bus tada, kada poaibiuose esančiu

‘
viršūniu

‘
skaičius yra labiausiai artimas. Jei vienodo negalima pasiekti, tai imama sa

‘
lyga |ni−nj | ≤

1. Pastarieji grafai vadinami Turano vardu. Jei (p−1) dalija n, tai turime ni ∼ n/(p−1).
Tokio (p− 1)-dalio pilnojo grafo didumas lygus

(
p− 1

2

)(
n

p− 1

)2

=
(

1− 1
p− 1

)
n2

2
.

Kadangi (p− 1)-daliai grafai neturi p eilės klikos, tai matome, kad Turano gautas i
‘
vertis

yra pasiekiamas.
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II. KOMBINATORINIU
‘

STRUKTŪRU
‘

SUSKAIČIAVIMAS

1. Adityvieji natūraliojo skaičiaus skaidiniai

Pradėsime nuo paprastu
‘
uždaviniu

‘
. Panagrinėkime klasikini

‘
kombinatorikos ir skaičiu

‘
teorijos uždavini

‘
: kiek kartu

‘
natūralu

‘
ji
‘

skaičiu
‘
n galima užrašyti suma

(1) n = n1 + · · ·+ nk

Čia k ir nk - bet kokie natūralieji skaičiai. Dėmenu
‘
tvarka

‘
laikykime nesvarbia, todėl

papildomai galime reikalauti, kad būtu
‘
n1 ≥ · · · ≥ nk ≥ 1. Ieškomasis skaičius vadinamas

Eulerio-Hardy-Ramanujano vardu ir žymimas p(n). Sugrupave
‘

vienodus dėmenis, (1)
lygybe

‘
galime užrašyti ir taip:

(2) n = 1k1 + · · ·+ nkn.

Dabar kj ≥ 0 nurodo, kiek dėmenu
‘
, lygiu

‘
j buvo (1) skaidinyje. taigi, p(n) - ǐsreǐskia ir

vektoriu
‘
k̄ = (k1, . . . , kn) ∈ Z+, tenkinančiu

‘
(2) lygybe

‘
skaičiu

‘
. Skaidinius (1) arba (2)

galima vaizduoti lentelėmis:

vadinamomis Jungo arba Ferero diagramomis.
Eulerio teorema. Tegu p(0) = 1, tada∑

n≥0

p(n)tn =
∏
j≥1

(1− tj)−1 =: f(t), t ∈ C, |t| < 1.

Euleris šia
‘
tapatybe

‘
naudojo formaliai, be griežto pagrindimo. Taip mes dažnai elg-

simės ateityje, bet ši
‘
karta

‘
pateiksime visas i

‘
rodymo detales.

I̧rodymas. Tarkime m - bet koks natūralusis skaičius. Kai |t| < 1, galime dauginti
panariui baigtini

‘
skaičiu

‘
absoliučiai konverguojančiu

‘
eilučiu

‘

fm(t) :=
∏
j≤m

(1− tj)−1 = (1 + t+ t2 + · · · ) . . . (1 + tm + t2m + · · · ) =

=
∑

k1,...,km≥0

t1k1+···+mkm =
∑
n≥0

pm(n)tn,
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čia pm(n) – lygties 1k1+· · ·+mkm = n sprendiniu
‘
, priklausančiu

‘
Z+m skaičius, pm(0) = 1.

Aǐsku, pm(n) ≤ p(n) ir pm(n) = p(n), kai 1 ≤ n ≤ m. Taigi,

fm(t) = 1 +
m∑

n=1

p(n)tn +
∑

n≥m+1

pm(n)tn.

Srityje 0 ≤ t < 1 dalinės sandaugos fm(t) konverguoja i
‘
begaline

‘
sandauga

‘
f(t). Be to,

fm(t) ≤ f(t), todėl
∞∑

n=0

pm(n)tn = fm(t) ≤ f(t).

vadinasi, eilutės
∞∑

n≥0

p(n)tn,
∞∑

n≥0

pm(n)tn

konverguoja, pastaroji – net tolygiai m atžvilgiu. Pastebėje
‘
, jog pm(n) → p(n), kai

m→∞ su visais n ≥ 0, srityje 0 ≤ t < 1 pereiname prie ribos ir gauname

∞∑
n≥0

p(n)tn = lim
m→∞

∞∑
n≥0

pm(n)tn = lim
m→∞

fm(t) = f(t).

Pastebėje
‘
, kad nagrinėjamos eilutės ir sandaugos konverguoja absoliučiai srityje |t| < 1,

galime teigti, kad lygybė galioja ir šiame realiosios tiesės intervale. Pagal analizinio
pratesimo principa

‘
tapatybė galioja netgi kompleksinės plokštumos vienetiniame skritu-

lyje. �
Pastebėkime, kad kiekviena natūraliojo laipsnio šaknis yra funkcijos f(t) polius, todėl

vienetinis apskritimas yra natūrali jos analizinio pratesiamumo riba. Naudojantis Koši
formule galima toliau nagrinėti seka

‘
p(n), bet tai – gana sudėtingi skaičiavimai. Dvide-

šimto amžiaus pradžioje Hardis ir Ramanudžanas, pvz., i
‘
rodė, kad

p(n) ∼
√

3
4n

e2π
√

n/6, n→∞.

2. Aibės skaidiniai. Belo skaičiai

Tarkime A – n elementu
‘
aibė (n aibė). Nagrinėkime visas jos ǐsraǐskas nesikertančiu

‘
ir netuščiu

‘
jos poaibiu

‘
sa

‘
jungomis

A =
s⋃

k=1

Ak, Ak ⊂ A, Ak ∩Aj = ∅, 1 ≤ j < k ≤ s;

čia n – bet koks natūralusis skaičius. Tokiu
‘
skaidiniu

‘
kiekis vadinamas Belo skaičiumi ir

žymimas Bn. Panagrinėkime ji
‘
.
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1 teorema. Susitarkime, kad B0 = 1. Tada

Bn =
n∑

k=1

(
n− 1
k − 1

)
Bn−k, n ≥ 1.

I̧rodymas. Galime nagrinėti aibe
‘
A = {1, . . . , n}. Bet koks A skaidinys poaibiais turi

viena
‘
poaibi

‘
Q su skaičiumi n. Tegu

Q = {n} ∪X ⊂ A, n 6∈ X,

o X yra (n−1) aibės A\{n} poaibis. Jei |Q| = k – aibės Q elementu
‘
skaičius, tai kintant

X galima sudaryti
(
n−1
k−1

)
poaibiu

‘
Q.

Pagal Belo skaičiaus apibrėžima
‘
aibė A\Q gali būti ǐsskaidoma sa

‘
jungomis Bn−k kartu

‘
.

Kadangi visas A sa
‘
jungas galime gauti ǐsrenkant aibes Q ir ǐsskaidant likusi

‘
poaibi

‘
, tai

Bn =
n∑

k=1

(
n− 1
k − 1

)
Bn−k.

�
Kombinatorikoje dažnai naudojami antros rūšies Stirlingo skaičiai, S(n, k), ǐsreǐskian-

tys n aibės skaidiniu
‘
, turinčiu

‘
sa

‘
jungose k poaibiu

‘
, skaičiu

‘
. Tad,

Bn =
n∑

k=1

S(n, k).

Stirlingo skaičius S(n, k) taip pat galima apibrėžti ir lygybe

tn =
n∑

k=1

S(n, k) t(t− 1) · · · (t− k + 1).

Vėliau naudosime Belo skaičiu
‘
eksponentine

‘
generuojančia

‘
funkcija

‘

B(t) =
∑
n≥0

Bnt
n

n!
.

2 teorema. B(t) = exp{et − 1}.
I̧rodymas. Iš 1 teoremos ǐsplaukia

B′(t) =
∑
n≥1

Bn

(n− 1)!
tn−1 =

∑
n≥1

1
(n− 1)!

( n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
Bn−k

)
tn−1 =

=
∑
n≥1

n∑
k=1

Bn−k

(k − 1)!(n− k)!
tn−ktk−1 =

∑
j≥1

tj

j!

∑
k≥0

Bkt
k

k!
=

= etB(t).
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Išsprende
‘
diferencialine

‘
lygti

‘
B′

B
= et

su pradine sa
‘
lyga B(0) = 1, baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
. �

Išvada (Dobinskio formulė).

Bn =
1
e

∑
k≥0

kn

k!
, n ≥ 1.

I̧rodymas. Skaičiuojame B(t) naudodami 2 teoremos rezultata
‘
ir gauname

B(t) = e−1
∑
k≥0

ekt

k!
= e−1

∑
k≥0

1
k!

∑
n≥0

kn

n!
tn =

= e−1
∑
n≥0

1
n!

( ∑
k≥0

kn

k!

)
tn.

Sulygine
‘
B(t) koeficientus, gauname norima

‘
formule

‘
. �

Kombinatorikoje sutinkami ir kitokie aibės skaidiniu
‘

uždavinio variantai. Tarkime,
reikia rasti n aibės skaidiniu

‘
sa

‘
jungomis ǐs k poaibiu

‘
, kuriu

‘
pirmame yra n1 elementu

‘
,

antrame – n2, o k-ame – nk elementu
‘
, skaičiu

‘
. Tokiu

‘
skaidiniu

‘
skaičius lygus polino-

miniam koeficientui (
n

n1, . . . , nk

)
=

n!
n1! . . . nk!

.

Čia be to, n1 + · · ·+ nk = n.
3 teorema.

Bn = n!
∑

k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

1
(j!)kj kj !

I̧rodymas. Vektorius k̄ = (k1, . . . , kn) su kj ∈ Z+ tokiai, kad 1k1+· · ·+nkn = n, nusako
skaidinio struktūra

‘
: jame yra kj galios j poaibiu

‘
. Pasidarykime kj dėžučiu

‘
, kuriose gali

tilpti j, 1 ≤ j ≤ n, skaičiu
‘
:

k1︷ ︸︸ ︷
(·) . . . (·) . . .

kj︷ ︸︸ ︷
(·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸

j

. . . (·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸
j

. . .

kn︷ ︸︸ ︷
(·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸

n

. . . (·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸
n

.

Bet kaip ǐsdėstydami visus n skaičiu
‘
i
‘
jas, t.y. panaudodami visus n! kėliniu

‘
, gauname

nurodytos struktūros skaidinius. Atkreipkime dėmesi
‘
i
‘
pasikartojimus. Ju

‘
priežastys yra

dvi:
(i) poaibiu

‘
tvarka skaidinyje yra nesvarbi;
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(ii) j galios poaibio elementu
‘
tvarka irgi nesvarbi.

Kitaip tariant, naudojant i
‘
vairius kėlinius, to pačio didumo dėžutės su i

‘
rašytais skai-

čiais galėjo keistis vietomis ir duoti tuos pačius skaidinius. Dėl (i) priežasties kievienas
skaidinys buvo pakartotas

k1! . . . kj ! . . . kn!

kartu
‘
, o dėl (ii) priežasties –

(1!)k1 . . . (j!)kj . . . (n!)kn

kartu
‘
. Padalije

‘
n! ǐs šiu

‘
sandaugu

‘
, gauname reikiama

‘
formule

‘
. �

3. Polinomai virš baigtinio kūno

E.Galua i
‘
rodė, kad kiekvieno baigtinio kūno elementu

‘
skaičius yra pirminio skaičiaus

laipsnis, kuri
‘
pažymėkime q, be to, kiekvienam q galima apibrėžti tokios eilės kūna

‘
, kuri

‘
žymėsime Fq. Nagrinėsime polinomu

‘
virš jo žieda

‘
Fq[x]. Tegu F∗q [x] – polinomu

‘
su

vienetiniu vyriausiuoju koeficientu multiplikacinis pusgrupis. Pagal pagrindine
‘
polinomu

‘
skaidumo teorema

‘
kiekvienas f ∈ F∗q [x] daugikliu

‘
tvarkos tikslumu yra ǐsskaidomas

pirminiu
‘
(neskaidžiu

‘
virš Fq) polinomu

‘
sandauga

(1) f = p1 . . . ps.

Čia pi ∈ F∗q [x]. Tarkime, kad polinomo f laipsnis yra n ir (1) skaidinyje yra kj pirminiu
‘

polinomu
‘
, kuriu

‘
laipsnis yra j, 1 ≤ j ≤ n. Turime sa

‘
ryši

‘

(2) 1k1 + · · ·+ nkn = n.

Tegu π(j) – j laipsnio pirminiu
‘
polinomu

‘
su vienetiniu vyriausiuoju koeficientu skaičius.

Rasime jo asimptotini
‘
kitimo pobūdi

‘
, kai j →∞.

1 teorema. Kiekvienam natūraliajam n teisinga lygybė

qn =
∑

k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
π(j) + kj − 1

kj

)
.

I̧rodymas. Pastebėkime, jog qn lygus n laipsnio polinomu
‘
ǐs F∗q [x] skaičiui. Visus tok-

ius polinomus suskirstykime i
‘
klases. Tegu viena

‘
klase

‘
sudaro n laipsnio polinomai, kuriu

‘
(1) skaidinyje yra kj j-o laipsnio pirminiu

‘
polinomu

‘
. Vektorius k̄ vadinamas šios klasės

polinomu
‘
struktūros vektoriumi. Jis tenkins (2) sa

‘
lyga

‘
ir vienareikšmǐskai apibrėš na-

grinėjama
‘
klase

‘
.

Kadangi kiekviena
‘

polinoma
‘

galima suvokti kaip pirminiu
‘

polinomu
‘

(1) sandauga
‘
,

suskaičiuokime, kiek tokiu
‘
sandaugu

‘
galima sudaryti. Pirminius polinomus, kuriu

‘
laipsnis
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yra j, galime imti su pakartojimais ǐs visos ju
‘

aibės, turinčios π(j) elementu
‘
. Pagal

kartotiniu
‘
deriniu

‘
apibrėžima

‘
gauname

(3)
(
π(j) + kj − 1

kj

)
= (−1)kj

(
−π(j)
kj

)
galimybiu

‘
. Skirtingu

‘
laipsniu

‘
polinomu

‘
rinkimas atliekamas nepriklausomai, todėl na-

grinėjamos klasės polinomu
‘

skaičius lygus šiu
‘

koeficientu
‘

sandaugai, o visu
‘
n laipsnio

plolinomu
‘

skaičiu
‘

gausime sudėje
‘

šias sandaugas pagal struktūros vektorius k̄, tenki-
nančius (2) sa

‘
lyga

‘
. �

2 teorema. Jei z ∈ C, |z| < q−1, tai∑
n≥0

qnzn = (1− qz)−1 =
∏
j≥1

(1− zj)−π(j).

I̧rodymas. Pasinaudokime apibendrinta
‘
ja Niutono binomo ir (3) formulėmis. Gauname

(1− zj)−π(j) =
∑
k≥0

(
π(j) + k − 1

k

)
zjk.

Formaliai dauginkime šias eilutes pagal j ≥ 1 ir gautuosius dėmenis grupuokime pagal
vienodus z laipsnius. Gauname∏

j≥1

(1− zj)−π(j) =
∑

k1,k2,···≥0

(
π(1) + k1 − 1

k1

)
z1k1

(
π(2) + k2 − 1

k2

)
z2k2 · · · =

=
∑
n≥0

zn

( ∑
k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
π(j) + kj − 1

kj

))
.

Pagal 1 lema
‘

apskliaustasis koeficientas lygus qn. Taigi formali lygybė yra i
‘
rodyta.

Panašiu
‘
formaliu

‘
operaciju

‘
pagrindima

‘
, esame aptare

‘
skyrelyje apie natūraliojo skaičiaus

skaidinius. �
Skaičiu

‘
teorijoje yra apibrėžiama Miobiuso funkcija:

µ(m) =


1, jei m = 1;
0, jei egzistuoja pirminio skaičiaus kvadratas, dalijantis m;
(−1)k, jei m ǐssiskaido k skirtingu

‘
pirminiu

‘
skaičiu

‘
sandauga.

Viena ǐs jos savybiu
‘
yra ǐsreǐskiama apgrežimo formulėje.

Lema (Miobiuso apgrežimo formulė). Lygybės

an =
∑
m|n

bn ir bn =
∑
m|n

µ(m)an/m, an, bm ∈ C,
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yra ekvivalenčios. Čia sumuojama pagal visus natūraliuosius n daliklius.
I̧rodymas. �
3 teorema. Su visais natūraliiaisiais skaičiais n teisinga formulė

π(n) =
1
n

∑
m|n

µ(m)qn/m = qn/n+O(nqn/2).

I̧rodymas. Logaritmuodami 2 teoremoje gauta
‘
generuojančios funkcijos ičraǐska

‘
, gau-

name ∑
n≥1

(qn)n

n
=

∑
j≥1

∑
k≥1

tkj

k
=

∑
n≥1

( ∑
j|n

jπ(j)
)
tn

n
.

Vadinasi,
qn =

∑
j|n

jπ(j).

Taigi, pirmasis teoremos teiginys ǐsplaukia ǐs Miobiuso apgrežimo formulės. I
‘
vertis gau-

namas atskyrus dėmeni
‘
, kai m = 1, ir trivialiai i

‘
vertinus kitus dėmenis. �

Užduotis. I
‘
rodykite, kad pusgrupyje F∗q [x] n-ojo laipsnio polinomu

‘
, neturinčiu

‘
kartoti-

niu
‘
pirminiu

‘
daugikliu

‘
(bekvadračiu

‘
) skaičius

p̃(n) =
∑

k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
π(j)
kj

)
.

4. Rūšiavimo algoritmas ir binarieji medžiai

Informatika irgi ikelia kombinatoriniu
‘
uždaviniu

‘
. Ypač aktualios yra algoritmu

‘
teorijos

problemos. Nagrinėkime bene populiariausia
‘
duomenu

‘
rūšiavimo uždavini

‘
.

Tarkime, kad reikia sutvarkyti n skirtingu
‘
duomenu

‘
sa

‘
raša

‘
{a1, . . . , an} pagal koki

‘
nors

požymio (rakto) didėjimo eile
‘
. Paprastumo dėlei laikykime, kad duomenys yra realieji

skaičiai, todėl raktas yra ju
‘

didumas. Kai n = 3, algoritmas galėtu
‘

būti toks, kaip
pavaizduota paveiksle.
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Lakonǐskai iliustruodami, gauname plokščia
‘
ji
‘
grafa

‘
, vadinama

‘
binariuoju medžiu:

Tokius medžius galime apibrėžti rekursyviai, t. y. naudojant pilnosios matematinės
indukcijos principa

‘
.

Apibrėžimas. Medis T yra binarusis, jeigu
(i) jame yra viršūnė (vadinama šaknimi), sudaranti T , arba
(ii) ji yra sujungta su kairiuoju ir dešiniuoju binariaisias medžiais.

Aǐsku, (i) atveju turime tuščia
‘
ji
‘
pirmos eilės medi

‘
, sudaryta

‘
ǐs vienos viršūnės, o (ii)

atveju kairysis ir dešinysis medžiai yra mažesniu
‘
eiliu

‘
negu T , todėl ju

‘
apibrėžimas galėjo

būti laikomas indukcine prielaida. Žinoma, binaru
‘
ji
‘
medi

‘
galima nusakyti ǐsvardijant jo

būdingus bruožus. Kai jo eilė yra didesnė už vieneta
‘
, reikalaujama, kad jis turėtu

‘
savybes:

(iii) jame yra viena antrojo laipsnio viršūnė, laikoma šaknimi;
(iv) kitu

‘
viršūniu

‘
laipsniai yra lygūs 1 (jos vadinamos lapais) arba 3 (vidinės viršūnės);

(v) briaunu
‘
ǐsvedimas kairėn ar dešinėn yra i

‘
skaitomas, t.y. jos laikomos skirtingomis.

Atkreipkime dėmesi
‘
i
‘
tai, kad takas nuo šaknies iki lapo (medyje toks takas yra vienin-

telis) binariajame medyje, vaizduojančiame algoritma
‘
, atitinka kažkokio sa

‘
rašo duomenu

‘
surūšiavima

‘
. Rūšiuojant n duomenu

‘
, kad programa veiktu

‘
visais i

‘
manomais atvejais, ǐs

viso lapu
‘
turi būti ne mažiau negu N := n! lapu

‘
. Kiekviena

‘
binaru

‘
medi

‘
su šia savybe

atitinka rūšiavimo algoritmas, todėl svarbu sužinoti binariu
‘
ju

‘
medžiu

‘
, turinčiu

‘
N lapu

‘
,

skaičiu
‘
CN . Susitarkime, kad C1 = 1. Skaičiai CN vadinami Katalano vardu. Rasime ju

‘
savybiu

‘
.

Teorema. Katalano skaičiai CN tenkina rekurentu
‘
ji
‘

sa
‘
ryši

‘

(1) CN =
N−1∑
k=1

CkCN−k, C1 = 1.

Be to,

(2) CN =
1
N

(
2N − 2
N − 1

)
∼ 22(N−1)

N2
√
π
,

kai N →∞.

I̧rodymas. Tegu N > 1. Iš binaraus grafo atėme
‘
jo šakni

‘
, gauname du binariuosius

medžius. Tarkime, kairiajame ǐs ju
‘
yra k lapu

‘
, o dešiniajame – (N − k) lapu

‘
. Čia k gali
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būti bet kuris ǐs skaičiu
‘
1, . . . , N−1. Pagal Katalano skaičiaus apibrėžima

‘
galime neprik-

lausomai sudaryti Ck kairiu
‘
ju

‘
medžiu

‘
ir CN−k−1 dešiniu

‘
ju

‘
. Sudėje

‘
pagal k, baigiame (1)

lygybės i
‘
rodyma

‘
. Kitos lygybės i

‘
rodymui panaudojame generuojančia

‘
sekos CN funkcija

‘

F (t) :=
∑
N≥1

CN t
N .

Kadangi

F (t)2 =
∑
N≥2

( N−1∑
k=1

CkCN−k

)
tN ,

todėl
F (t) = t+ F (t)2

ir F (0) = 0. Vadinasi,

F (t) =
1
2

(
1− (1− 4t)1/2

)
.

Naudodami apibendrinta
‘
ja

‘
Niutono binomo formule

‘
, randame koeficienta

‘
prie tN . Jis

lygus

CN = −1
2

(
1/2
N

)
(−4)N =

1
2

(2N − 3)!! 4N

2NN !
=

(2N − 2)!
(N − 1)!N !

.

Taigi, (2) lygybė i
‘
rodyta. Teoremoje pateikta asimptotika ǐsplaukia ǐs Stirlingo formulės:

√
2πn(n/e)n ≤ n! ≤ e1/12n

√
2πn(n/e)n.

�

5. Vidutinis kelio ilgis greitojo rūšiavimo algoritme

Algoritmo kokybė priklauso nuo vidutinio panaudotu
‘
duomenu

‘
palyginimu

‘
skaičiaus,

laikant, jog duomenu
‘
sa

‘
raše dydžiu

‘
tvarka yra vienodai galima. Kaip ǐstirti ši

‘
algoritmo

parametra
‘
, ypač kai duomenu

‘
skaičius didėja? Binariajame medyje ji

‘
atitinka vidutinis

tako nuo šaknies iki lapo ilgis. Kaip ir anksčiau rūšiuokime n skirtingu
‘
duomenu

‘
sa

‘
raša

‘
{a1, . . . , an} pagal rakto didėjima

‘
. Tegu duomenu

‘
raktas yra ju

‘
didumas. Panagrinėkime

viena
‘
ǐs populiariausiu

‘
rūšiavimo algoritmu

‘
, vadinama

‘
greituoju arba Hoare’s algoritmu:

(i) žingsnis: imame pirma
‘
ji
‘
sa

‘
rašo elementa

‘
a = a1 ir sudarome du dalinius duomenu

‘
sa

‘
rašus L− ir L+ tokius, kad L− duomenys būtu

‘
mažesni už a, o L+ duomenys būtu

‘
didesni;

(ii) surūšiuojame L− ir L+;
(iii) turėdami surūšiuotus L− ir L+ bei ju

‘
tarpe a, baigiame procedūra

‘
.

Teorema. Tarkime, kad qn - n duomenu
‘

sa
‘
rašo elementu

‘
vidutinis palyginimu

‘
skai-

čius naudojant Hoarės algoritma
‘
. Tada

qn = 2n log n+O(n), n ≥ 2.
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I̧rodymas. Pastebėkime, kad pirmajame algoritmo žingsnyje visada atliekame n − 1
duomenu

‘
palyginimu

‘
. Antrame žingsnyje atskirta aibė L− su vienoda tikimybe gali turėti

k = 1, . . . , n − 1 duomenu
‘
, o L+ - (n − 1 − k) duomenu

‘
. Jas sutvarkydami vidutinǐskai

naudojame qk + qn−1−k palyginimu
‘
. Vidurkinant pagal k ir prisimine

‘
pirma

‘
ji
‘
žingsni

‘
,

gauname

(2.1) qn = n− 1 +
1
n

n−1∑
k=1

(qk + qn−1+k) = n− 1 +
2
n

n−1∑
k=1

qk.

Aǐsku, kad q1 = 0. Naudodami generuojančias funkcijas randame sekos qn asimptotika
‘
.

Pažymėkime

Q(t) =
∞∑

n=1

qnt
n.

Padaugine
‘
panariui (2.1) ǐs ntn ir sudėje

‘
pagal n ≥ 1, gauname

(2.2)
∑
n≥1

nqnt
n =

∑
n≥1

n(n− 1)tn + 2
∑
n≥1

( n−1∑
k=1

qk

)
tn.

Matome, jog kairėje pusėje esanti eilutė lygi tQ′(t). Ieškodami pirmosios eilutės dešinėje
pusėje ǐsraǐskos, pora

‘
kartu

‘
panariui diferencijuojame begaline

‘
geometrine

‘
progresija

‘∑
n≥0

tn = (1− t)−1, |t| < 1.

Gauname, kad ieškoma eilutė lygi 2t2/(1− t)3. Paskutinės eilutės (2.2) formulėje ieškome
naudodami lygybe

‘ ∑
n≥1

tn
∑
n≥1

qnt
n =

∑
n≥1

( n−1∑
k=1

qk

)
tn.

Taigi, š (2.2) ǐsplaukia

(2.3) tQ′(t) =
2t2

(1− t)3
+

2tQ(t)
1− t

Išsprende
‘
šia

‘
pirmos eilės diferencialine

‘
lygti

‘
, kai patenkinama pradinė sa

‘
lyga Q(0) = 0,

gauname

Q(t) = −2
t+ log(1− t)

(1− t)2
=

= 2(1 + 2t+ 3t2 + · · · )( t
2

2
+
t3

3
+ · · · ).
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Iš čia gauname

qn = 2
n∑

k=2

1
k

(n− k + 1) = 2n log n+O(n), n ≥ 2.

Teorema i
‘
rodyta. �

Žinoma, kad bet kokiame rūšiavimo algoritme vidutinǐskai reikia ne mažiau negu
log2N ! ≈ 1, 44...n log n sa

‘
rašo elementu

‘
palyginimu

‘
.

6. Medžiu
‘
skaičius. Cayley’io teorema.

Panagrinėkime kitokius negu binarieji medžiai grafus. Tarkime G = (V,E) – grafas,
kurio viršūniu

‘
aibė V yra netuščia, o briaunu

‘
aibė E yra sudaryta ǐs nesutvarkytu

‘
ju

‘
poru

‘
e = xy, čia x, y ∈ V, x 6= y. Grafai G = (V,E) ir G′ = (V ′, E′) vadinami izomorfiškais, jei
egzistuoja bijekcija φ : V → V ′ tokia, kad xy ∈ E tada ir tik tada, kada φ(x)φ(y) ∈ E′.
Skaičiuojant fiksuotos eilės |V | = n grafu

‘
skaičiu

‘
izomorfiškus grafus laikome lygiais.

I
‘
domesnis yra grafu

‘
su sunumeruota viršūniu

‘
aibe, vadinamu

‘
numeruotaisiais grafais,

atvejis. Dabar izomorfizmas turi ǐslaikyti ir numeracija
‘
, t.y., jei x yra i-toji G grafo

viršūnė, tai izomorfiškame G′ grafe φ(x) turi būti irgi i-ta
‘
ja viršūne. Pradėkime nuo

paprasto teiginio.
1 teorema. Iš viso yra

2n(n−1)/2

neizomorfišku
‘

numeruotu
‘
ju
‘
n eilės grafu

‘
.

I̧rodymas. Pastebėkime, kad uždavinys ekvivalentus pilnojo numeruoto grafo Kn po-
grafiu

‘
skaičiaus nustatymui. Bet kurios briaunos e = xixj galu

‘
numeriai nurodo, kurias

viršūnes ji jungia, todėl skaičiuojamus pografius vienareikšmǐskai apibrėžia galimi briaunu
‘

poaibiai. Pilnajame grafe yra n(n − 1)/2 briaunu
‘
, todėl briaunu

‘
aibės poaibiu

‘
skaičius

lygus teoremoje nurodytam dydžiui. �
Ketvirtame skyrelyje radome tam tikru

‘
neizomorfišku

‘
nemumeruotu

‘
plokščiu

‘
medžiu

‘
skaičiu

‘
. Kaip elgtis numeruotu

‘
medžiu

‘
atveju? 1889 metais Cayley apskaičiavo neizo-

morfišku
‘
numeruotu

‘
n tos eilės medžiu

‘
kieki

‘
T (n)? Pradžioje i

‘
sitinkiname, jog yra

4!
2

+ 4 = 16

skirtingu
‘
4-os eilės medžiu

‘
. Savarankǐskai panagrinėkite didesnės eilės medžius.

Cayley’io teorema. Iš viso galime sudaryti nn−2 neizomorfišku
‘

numeruotu
‘
n eilės

medžiu
‘
.

1 -sis i
‘
rodymas (Prüfer’io). Tarkime G - nagrinėjamu

‘
medžiu

‘
aibė. Kadangi seku

‘
aibės

{(a1, . . . , an−2) : 1 ≤ ai ≤ n, 1 ≤ i ≤ n− 2} =: A

galia yra nn−2, pakaks rasti bijektyvu
‘
atvaizdi

‘
A → G.
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Kai n ≤ 2, teiginys akivaizdus.
Tegu toliau n > 2. Medžiui G = (V,E), kurios viršūniu

‘
aibė sunumeruota, V =

{x1, . . . , xn}, vienareikšmǐskai priskirsime seka
‘
α = (a1, . . . , an−2) ∈ A, vadinama

‘
medžio

Prüfer’io kodu. Pradėkime nuo medžio galinės viršūnės, kurios laipsnis lygus 1. Tokios
viršūnės egzistuoja, nes kiekviena briauna turi dvi viršūnes ir todėl

n∑
i=1

δ(xi) = 2(n− 1).

Iš keliu
‘

tokiu
‘

viršūniu
‘

ǐsrinkime ta
‘
, kurios indeksas yra mažiausias. Tegu tai viršūnė

xb1 , o a1 - indeksas viršūnės, gretimos pirmajai. Grafas G − xb1 yra n − 1 eilės medis,
todėl procesa

‘
galima kartoti, kol viršūniu

‘
, likusiu

‘
grafe, skaičius yra didesnis už 2. Kai

šis skaičius lygus 2, mes jau esame sudare
‘
vienintele

‘
seka

‘
(a1, . . . , an−2).

Atvirkščiai, ar bet kokiai sekai α = (a1, . . . , an−2) ∈ A galima vienareikšmǐskai priskirti
medi

‘
? Atidėkime n viršūniu

‘
ir brėžkime norima

‘
medi

‘
, vadovaudamiesi žemiau nurody-

tomis taisyklėmis:
a) jei b1 - mažiausias ǐs bent dvieju

‘
natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
(ǐs 1, ..., n), nepasirodžiusiu

‘
sekoje α, tada junkime xb1 su xa1 ;

b) aibe
‘
{1, . . . , n} pakeiskime {1, . . . , n} \ {b1}, o α - seka (a2, . . . , an−2);

c) procesa
‘

kartojame, kol ǐssemiame visa
‘

seka
‘

(tuo pačiu nubrėžiame n − 2 grafo
briaunas);

d) tarpusavyje sujungiame dvi likusias viršūnes.
Taip vienareikšmǐskai gautasis grafas yra medis, nes jis jungia visas n viršūniu

‘
, o jo

didumas yra n− 1.
Kadangi abu nagrinėti atvaizdžiai yra vienas kito atžvilgiu yra atvirkštiniai, teorema

i
‘
rodyta.

Grafu
‘
teorijai artimesnis kitas Cayley’io teoremos i

‘
rodymo būdas.

Antrasis teoremos i
‘
rodymas. Tarkime T (n, k) - kiekis n tos eilės medžiu

‘
, kuriuose

fiksuota viršūnė x ∈ V yra k-ojo laipsnio, 2 ≤ k ≤ n− 1. Viršūnės numeris nesvarbus, jo
neminėsime. Išvesime sa

‘
ryši

‘
tarp T (n, k) ir T (n, k − 1).

Imame medi
‘
G, kuriame d(x) = k− 1. Jame ǐsmeskime briauna

‘
uv, neincidenčia

‘
su x.

Grafas skilo i
‘
du pomedžius, viename ǐs ju

‘
yra viršūnės x ir u arba x ir v. Tarkime, yra

pirmasis atvejis. Sujunge
‘
dabar x su v, gauname vėl medi

‘
G′, kuriame d(x) = k. Pora

‘
(G,G′) pavadinkime junginiu ir suskaičiuokime ju

‘
kieki

‘
dviem būdais. Kadangi grafui

G mes galime sudaryti tiek G′, kiek yra briaunu
‘
su aukščiau minėtomis savybėmis, tai

vienam G mes turime n−1−(k−1) = n−k partneriu
‘
. Taigi, ǐs viso yra (n−k)T (n, k−1)

junginiu
‘
.

Skaičiuokime ta
‘
pati

‘
skaičiu

‘
kitu būdu, pradėdami nuo G′, kuriame d(x) = k, k ≥ 2.

Tarkime x1, . . . , xk - gretimos x viršūnės. Paeiliui ǐsmesdami briaunas xxi, i = 1, . . . k,
mes ”atskeltume” pomedžius T1, . . . , Tk, kuriu

‘
eilės tegu bus n1, . . . , nk,

(1) n1 + · · ·+ nk = n− 1.

Grafo G′ partneri
‘
junginyje dabar konstruojame tokiu būdu:
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a) ǐsmetame xx1, o vėliau viršūne
‘
x1 sujungiame su bet kokia ǐs viršūniu

‘
, nepriklau-

sančiu
‘
T1 (turime n− 1− n1 galimybiu

‘
);

b) ta
‘
pati

‘
kartojame su T2, . . . , Tk.

Atsižvelge
‘
i
‘
grafu

‘
G′ kieki

‘
T (n, k) ir (1) ǐs viso gauname junginiu

‘

n∑
i=1

T (n, k)(n− 1− ni) = (n− 1)(k − 1)T (n, k).

Sulygine
‘
abi junginiu

‘
skaičiaus formules, gauname

(n− 1)(k − 1)T (n, k) = (n− k)T (n, k − 1).

Kai k = 1, ši rekurenčioji formulė irgi teisinga. Jos nagrinėjimui galime panaudoti
akivaizdu

‘
fakta

‘
, kad T (n, n− 1) = 1 (žvaigždinio grafo atvejis). Gauname

T (n, k) =
(
n− 2
k − 1

)
(n− 1)n−k−1.

Sudėdami šias lygybes, ǐsvedame medžiu
‘
kiekio T (n) formule

‘

T (n) =
n−1∑
k=1

T (n, k) =
n−1∑
k=1

(
n− 2
k − 1

)
(n− 1)n−k−1 = ((n− 1) + 1)n−2 = nn−2.

Teorema i
‘
rodyta. �

Numeruota
‘
medi

‘
su viena ǐsskirta viršūne, šaknimi, vadinsime šakniniu medžiu.

Išvada. Yra dn := nn−1 šakniniu
‘
n eilės medžiu

‘
.

I
‘
rodymas. Kiekvieno medžio, kuriu

‘
kieki

‘
nusako Cayley’io teorema, šaknimi gali būti

bet kuri viršūnė. �
Šakniniai numeruoti medžiai vadinami Cayley’io vardu. Baigtinis ju

‘
rinkinys vadi-

namas šakniniu mǐsku. Ji
‘

sudarančiu
‘

medžiu
‘

šaknu
‘

rinkinys laikomas mǐsko šaknimi.
Kai mǐsko medžiu

‘
tvarka yra i

‘
skaitoma, mǐskas vadinamas plokščiuoju. Jo šaknis bus

sutvarkytasis medžiu
‘
šaknu

‘
rinkinys.

2 teorema. Jei qn – n eilės šakniniu
‘

mǐsku
‘

skaičius, tai

(2) qn = (n+ 1)n−1.

I̧rodymas. Imkime (n+1)-os eilės Cayley’io medi
‘
ir atimkime jo šakni

‘
, turėjusia

‘
numeri

‘
j ∈ {1, . . . , n+ 1}. Medis skyla i

‘
n eilės mǐska

‘
. Sunumeruokime jo viršūnes pirmaisiais n

natūraliu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
. Tuo tikslu buvusius viršūniu

‘
indeksus, didesnius už j, sumažinkime

vienetu. Nepriklausomai nuo buvusio j, gauname viena
‘
numeruota

‘
n eilės mǐska

‘
. Taigi,

ǐs (n+ 1)-o (n+ 1)-os eilės medžio gavome viena
‘
mažesnės eilės mǐska

‘
.

Atvirkščiai, turėdami n eilės šaknini
‘
mǐska

‘
ǐs keleto Cayley’io medžiu

‘
, i

‘
vedame papil-

doma
‘

viršūne
‘
, ir ja

‘
briaunomis sujungiame su medžiu

‘
šaknimis. Priskirdami paeiliui
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papildomajai viršūnei numerius j = 1, . . . , n+1 ir buvusiu
‘
viršūniu

‘
indeksus, ne mažesnius

negu j padidindami vienetu, gautume (n+1)-a
‘
(n+1)-os eilės Cayley’io medi

‘
. Vadinasi,

qn = dn+1/(n+ 1). Dabar (2) ǐsplaukia ǐs Cayley’io teoremos. �

7. Simetrinė grupė

Viena ǐs svarbiausiu
‘
kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
yra simetrinė grupė. Paminėsime pora

‘
jos savybiu

‘
. Bijektyvus n aibės X atvaizdis σ i

‘
ja

‘
pačia

‘
vadinamas keitiniu. Paprastumo

dėlei, tegu X = {1, . . . , n}, tada σ patogu žymėti lentele

σ =
(

1 2 ... n

1σ 2σ .... nσ

)
,

kurioje jσ yra elemento j vaizdas, j = 1, . . . , n. Tegu Sn visu
‘
keitiniu

‘
aibė, o σ1, σ2 du

jos atstovai. Lygybė
j(σ1σ2) = (jσ1)σ2, 1 ≤ j ≤ n

apibrėžia algebrine
‘
operacija

‘
, vadinama

‘
keitiniu

‘
daugyba. Algebroje i

‘
rodoma, kad Sn šios

operacijos atžvilgiu yra grupė, vadinama simetrine grupe. Jos eilė yra n!.
Jei keitinys s skirtingu

‘
skaičiu

‘
j1, . . . , js, 1 ≤ s ≤ n, vaizduoja ciklǐskai, t.y.

j1 7→ j2 7→ . . . js 7→ j1,

o kiti skaičiai paliekami vietoje, tai ji
‘
vadiname s ilgio ciklu. Toki

‘
keitini

‘
patogu žymėti

viena slankiu
‘
ju
‘

simboliu
‘

eilute

(1) (j1 j2 . . . js).

1 teorema. Yra (s− 1)! s ilgio ciklu
‘
.

I̧rodymas. Anksčiau pastebėjome, kad galime sudaryti s! kėliniu
‘
ǐs s elementu

‘
, kurie

pagal (1) susitarima
‘
duotu

‘
ciklus. Dabar atkreipkime dėmesi

‘
i
‘
tai, kad žymėdami ta

‘
pati

‘
cikla

‘
, galėjome pradėti nuo bet kurio elemento ir ciklǐskai te

‘
sti toliau. Vadinasi, darant

ǐs visu
‘
kėliniu

‘
ciklus s kartu

‘
pasikartos tas pats ciklas. �

Jei {j1, . . . , js} ∩ {i1, . . . , im} = ∅, tai ciklai

(j1, . . . , js), (i1, . . . , im)

vadinami nepriklausomais.
2 teorema. Kiekviena

‘
keitini

‘
galima ǐsreikšti nepriklausomu

‘
ciklu

‘
sandauga

(2) σ = κ1 · · ·κw.

Čia w = w(σ) – ciklu
‘

skaičius. Be to, tokia ǐsraǐska yra vienintelė daugikliu
‘

užrašymo
tvarkos tikslumu.
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I̧rodymas. Panaudokime algoritmizuotus samprotavimus. Jeigu j dar nėra priskirtas
nagrinėjamo keitinio σ ciklui, tai raskime mažiausia

‘
natūralūji

‘
skaičiu

‘
m su savybe jσm =

j. Toks m ≤ n egzistuoja, nes turime ne daugiau negu n skirtingu
‘
skaičiu

‘
sekoje jσk,

k ≥ 1. Sudarome cikla
‘

κ := (j jσ . . . jσm−1).

Tai ǐs tiesu
‘
yra ciklas, nes lygybė jσk = jσl su 1 ≤ k < l ≤ m = 1, dėka j = jσl−k,

prieštarautu
‘
m minimalumui. Skaičius m būtu

‘
šio ciklo ilgis.

Toliau taip pat skaičiusX\{j, jσ, . . . , jσm−1} skirstytume i
‘
ciklus. Naujasis ciklas būtu

‘
nepriklausomas nuo prieš tai sudaryto. Iš tiesu

‘
, jei i, ip = i, – skaičius, nepriklausantis

pirmajam ciklui, tai lygybė

(3) jσk = iσl

vestu
‘

prie sa
‘
ryšio jσk+p−l = i, rodančio, kad i turėtu

‘
priklausyti pirmajam ciklui.

Prieštara akivaizdi. Išsėme
‘
visus X skaičius, baigiame skaidinio egzistavimo i

‘
rodyma

‘
.

Jei egzistuotu
‘
pora skirtingu

‘
skaidiniu

‘
ciklais, besiskiriančiu

‘
ne tik ǐsdėstymo tvarka,

tai turėtu
‘
egzistuoti bent vienas elementas, patenkantis i

‘
du ciklus ir todėl jam rastume

dvi ǐsraǐskas, tarkim, (3). Tai vėl duoda prieštara
‘
. �

Kombinatorikai svarbu, kokio ilgio ir kiek ciklu
‘
sudaro keitini

‘
. Pažymėkime kj j ilgio

ciklu
‘
(2) skaidinyje, 1 ≤ j ≤ n. Aǐsku,

(4) 1k1 + · · ·+ nkn = n

o ciklu
‘

kiekis lygus w(σ) = k1 + · · · + kn. Vektoriu
‘
k̄ := k̄(σ) = (k1, . . . , kn) ∈ Z+n

vadinsime keitinio σ struktūros vektoriumi. Jis turi ir algebrine
‘
prasme

‘
.

Du simetrinės grupės Sn keitiniai σ ir σ1 vadinami jungtiniais, jeigu egzistuoja τ ∈ Sn

toks, kad

(5) σ = τσ1τ
−1.

Čia τ−1 keitiniui τ atvirkštinis keitinys.
3 teorema. Du keitiniai yra jungtiniai tada ir tik tada, jei ju

‘
struktūros vektoriai

sutampa.
I̧rodymas. Tarkime κ = (x1, . . . , xk) - keitinio σ1 ciklas, σ1 yra jungtinis su σ ir galioja

(5) sa
‘
ryšis. Turime

x1 = xkσ1, x2 = x1σ1, . . . , xk = xk−1σ1.

Pažymėkime yj = xjτ
−1, 1 ≤ j ≤ k. Patikriname, jog (y1, . . . , yk) - keitinio σ ciklas:

yjσ = yj(τσ1τ
−1) = (yjτ)(σ1τ

−1) = (xjσ1)τ−1 = xj+1τ
−1 = yj+1,

jei j = 1, . . . , k − 1, ir
ykσ = (xkσ1)τ−1 = x1τ

−1 = y1.
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Išreǐske
‘
ǐs (5) keitini

‘
σ1 per σ, panašiai i

‘
sitikintume, jog ir bet koks σ ciklas atitinka σ1

to paties ilgio cikla
‘
.

Tarkime dabar, kad k̄(σ) = k̄(σ1). Imkime ju
‘

ǐsraǐskas ciklais. Tegu (x1x2 . . . xs) -
bendrasis ciklas keitinyje σ, o (y1y2 . . . ys) - keitinyje σ1. Atitinkamai sutvarkius ciklu

‘
ǐsdėstymo eile

‘
, sudarykime keitini

‘

τ =
(
...x1 x2 . . . xs...

...y1 y2 . . . ys...

)
.

Patikrinkime (5) formule
‘
. Du aibės atvaizdžiai lygūs, jei ju

‘
reikšmės tuose pačiuose

taškuose sutampa. Kaip vaizduoja xj atvaizdis σ žinom, o i
‘
ka

‘
atvaizduoja tuos pačius

skaičius τσ1τ
−1, surandame:

xj(τσ1τ
−1) = (xjτ)σ1τ

−1 = (yjσ1)τ−1 = yj+1τ
−1 = xj+1,

jei j = 1, . . . , s− 1. Panašiai gautume xk(τσ1τ
−1) = x1. Rastosios reikšmės sutampa su

xj vaizdais, naudojant σ. (5) lygybė i
‘
rodyta. �

Jungtinmiai elementai grupėje Sn sudaro atskira
‘

klase
‘
, ja

‘
vienareikšmǐskai atitinka

struktūros vektorius k̄, kurio sveikos neneigiamos koordinatės tenkina (4) lygybe
‘
.

4 teorema. Jei simetrinės grupės Sn jungtiniu
‘
elementu

‘
elementu

‘
klasė S(k̄) apibrė-

žiama struktūros vektoriumi k̄, tai joje yra

|S(k̄)| = n!
n∏

j=1

1
kj !jkj

keitiniu
‘
.

I̧rodymas. Pasinaudojame 2.3 teoremos i
‘
rodymo idėja. Turėdami struktūros vektoriu

‘
,

pasidarykime kj dėžučiu
‘
, kuriose gali tilpti j, 1 ≤ j ≤ n, skaičiu

‘
:

k1︷ ︸︸ ︷
(·) . . . (·) . . .

kj︷ ︸︸ ︷
(·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸

j

. . . (·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸
j

. . .

kn︷ ︸︸ ︷
(·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸

n

. . . (·, . . . , ·)︸ ︷︷ ︸
n

.

Bet kaip ǐsdėstydami visus n skaičiu
‘
i
‘
jas, t.y. panaudodami visus n! kėliniu

‘
, gauname

nurodytos struktūros keitinius. Atkreipkime dėmesi
‘
i
‘
pasikartojimus. Ju

‘
priežastys yra

dvi:
(i) ciklu

‘
tvarka keitinyje yra nesvarbi;

(ii) j ilgio cikla
‘
galima užrašyti j būdu

‘
, keičiant ciklǐskai jo elementus (žr. 1 teoremos

i
‘
rodyma

‘
).

Kitaip tariant, naudojant i
‘
vairius kėlinius, to pačio didumo dėžutės su i

‘
rašytais skai-

čiais galėjo keistis vietomis ir duoti tuos pačius keitinius. Dėl (i) priežasties kievienas
keitinys buvo pakartotas

k1! . . . kj ! . . . kn!
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kartu
‘
, o dėl (ii) priežasties –

1k1 . . . jkj . . . nkn

kartu
‘
. Padalije

‘
n! ǐs šiu

‘
sandaugu

‘
, gauname reikiama

‘
formule

‘
. �

8. Visi baigtinės aibės atvaizdžiai

Nagrinėsime visu
‘
n aibės X = {1, . . . , n} atvaizdžiu

‘
f i

‘
ja

‘
pačia

‘
aibe

‘
Tn. Atvaizdžiu

‘
sa

‘
sūkos atžvilgiu ji sudaro pusgrupi

‘
, dažnai vadinama

‘
simetriniu. Kaip ir bijekciju

‘
atveju

f galime apibrėžti lentele, pavyzdžiui,

f =
(

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10
1, 2, 2, 3, 3, 4, 1, 6, 9, 8

)
,

nurodančia, kad f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 2 ir t.t. Galima vaizduoti ir digrafu, vadinamu
funkciniu atvaizdžio digrafu (grafu). Atveju f(x) = x2 + 2mod20 turime paveiksla

‘
:

Jame dvidešimties takšku
‘

aibė atvaizduota i
‘

ja
‘

pačia
‘
. Ir taip kiekviena

‘
ǐs n aibės

atvaizdžiu
‘
f i

‘
ja

‘
pačia

‘
, galime pavaizduoti numeruotuoju digrafu, kurio viršūniu

‘
aibė

sutampa su aibės X elementais, o briauna (i, j) yra ǐsvesta ǐs i i
‘
j tada ir tik tada,

jei j = f(i). Funkcini
‘

grafa
‘

determinuojanti savybė galėtu
‘

būti formuluojama šitaip:
kievienos viršūnės ǐsėjimo laipsnis (ǐs jos ǐsvestu

‘
briaunu

‘
skaičius) lygus vienam.

Matome, kad bet kokio funkcinio grafo struktūra
‘

apibrėžia vektorius
k̄(f) = (k1, . . . , kn), 1k1 + · · · + nkn = n, kuriame kj = kj(f) žymi j eilės jungiu

‘
grafo

komponenčiu
‘
skaičiu

‘
.

Iš atvaizdžio pavaizdavimo lentele matyti, kad visu
‘
n aibės atvaizdžiu

‘
arba funkciniu

‘
n

eilės grafu
‘
skaičius |Tn| = nn. Tačiau jungiu

‘
n eilės funkciniu

‘
n eilės grafu

‘
kieki

‘
Cn surasti

gana sunku. Tuo tikslu pasinaudokime eksponentinėmis genruojančiomis funkcijomis
(e.g.f.). Pradžioje pastebėkime pora

‘
ju

‘
savybiu

‘
.

Tegu

A(t) =
∑
n≥0

ant
n

n!
, B(t) =

∑
n≥0

ant
n

n!
−

seku
‘
{an} ir {bn} e.g.f. Tada

A(t)B(t) =
∑
n≥0

tn

n!

( n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k

)
.
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Taigi, sandauga A(t)B(t) yra apskliaustu
‘
ju

‘
sumu

‘
, kai n = 0, 1, . . . , e..g.f. Panašiai, sekos

(1)
n∑

k=0

(
n

k

)
ak+1bn−k

e.g.f. bus A′(t)B(t).

Teorema. Tarkime, Tnk - skaičius n eilės funkciniu
‘

grafu
‘
, turinčiu

‘
k jungiu

‘
kompo-

nenčiu
‘
, Tn,0 = 0, π(n) - skaičius jungiu

‘
n eilės funkciniu

‘
grafu

‘
,

Tn(t) =
n∑

k=1

Tnkt
k, T0(t) = 1, Π(y) =

∑
n≥1

π(n)yn

n!
.

Čia t, y - formalūs parametrai. Tada

T (t, y) =
∑
n≥0

Tn(t)yn

n!
= exp{tΠ(y)}.

I̧rodymas. Raskime rekurentu
‘
ji
‘
sa

‘
ryši

‘
tarp Tn+1,k ir Tnk. Turėdami (n+1)-os viršūnės

aibe
‘
, pastebėkime, jog n+ 1 viršūnė gali būti jungioje komponentėje, kurioje be jos dar

yra j = 0, 1, . . . , n kitu
‘
viršūniu

‘
. Turime

(
n
j

)
ju

‘
parinkimo galimybiu

‘
. Galime sudaryti

π(j + 1) jungiu
‘

funkciniu
‘

grafu
‘

su n + 1 ir šiomis j viršūniu
‘
. Likusios n − j viršūniu

‘
nepriklausomai gali būti Tn−j,k−1 funkciniuose grafuose. Taigi,

Tn+1,k =
n∑

j=0

(
n

j

)
π(j + 1)Tn−j,k−1.

Padaugine
‘
ǐs tk ir sudėje

‘
gauta

‘
sias lygybes pagal k = 1, . . . , n+ 1, turime

Tn+1(t) = t
n∑

j=0

(
n

j

)
π(j + 1)Tn−j(t).

Pagal (1) formule
‘∑

n≥0

Tn+1(t)yn

n!
= T ′y(t, y) = t

( ∑
n≥0

π(n+ 1)yn

n!

)( ∑
n≥0

Tn(t)yn

n!

)
.

Vadinasi,
T ′y(t, y) = tΠ′(y)T (t, y).

Integruodami pagal y baigiame teoremos i
‘
rodyma

‘
. �
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Išvada. Teisingas sa
‘
ryšis

(2) T (y) := T (1, y) =
∑
n≥0

nnyn

n!
= exp{Π(y)}.

Iš šioje ǐsvadoje gautojo sa
‘
ryšio jau būtu

‘
galima ǐsvesti funkcijos Π(y) Tayloro koefi-

cientu
‘
π(n) formule

‘
, bet lengviau ta

‘
padaryti pasitelkus sekančio skyrelio medžiaga

‘
.

9. Numeruotosios kombinatorinės struktūros

Dabar susipažinsime su abstraktesne apibrėžimu
‘
sistema, naudojama kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
teorijoje. Galima i

‘
sivaizduoti, kad pradedama nuo komponenčiu

‘
arba nuo

jungiu
‘
kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
, nors toliau i

‘
vedamos sa

‘
vokos jungumo savybės nerei-

kalauja.
Struktūros yra sudaromos ǐs elementu

‘
(atomu

‘
), nurodant ju

‘
vidinius ryšius. Žymėto-

siose struktūrose tiems elementams priskiriami indeksai, dažniausiai skaičiai. Pastaruoju
atveju struktūras vadinsime numeruotosiomis. Dvi tokios struktūros yra laikomos vie-
nodomis, jei ju

‘
elementu

‘
numeracijai naudojami tie patys skaičiai ir, sutapatinus vie-

nodai sunumeruotus elementus, vidiniai ryšiai sutampa. Skirtingai apibrėžiant vidinius
ryšius tarp elementu

‘
, gaunamos skirtingos struktūru

‘
klasės. Fiksuokime viena

‘
tokia

‘
klase

‘
U ir reikalaukime, kad kiekvienam n ≥ 0 ǐs n elementu

‘
yra sudaroma tik baigtinis

skaičius struktūru
‘
, kuriu

‘
eile (toliau žymėsime | · |) laikysime n. Paprastai atvejis n = 0

atitinka viena
‘
tuščia

‘
ja

‘
struktūra

‘
, kuri i

‘
jungiama i

‘
nagrinėjama

‘
klase

‘
arba ne. n ≥ 1 eilės

struktūros elementu
‘
numeracijai naudosime tik skaičius {1, . . . , n}. Visa

‘
n eilės struktūru

‘
aibe

‘
žymėsime Un ⊂ U , o un = |Un| – jos elementu

‘
skaičiu

‘
. Pagal susitarima

‘
u0 ∈ {0, 1}.

Taigi, klase
‘
sudaro nesikertančiu

‘
poaibiU

‘
sa

‘
junga

U =
∞⋃

n=0

Un, un <∞.

Formali eilutė

U(t) =
∑
u∈U

t|u|

|u|!
=

∞∑
n=0

unt
n

n!

vadinama ne tik sekos {un}, n ≥ 0, bet ir klasės U eksponentine generuojančia funkcija
(toliau EGF).

Turėdami dvi numeruotu
‘
struktūru

‘
klases U ir V ir apibrėšime trečia

‘
W, vadinama

‘
skaidumo sandauga. Ja

‘
sudaro visos sutvarkytosios poros w = (u, v) ∈ U × V su vi-

sais galimais žemiau aprašytais elementu
‘

sunumeravimais. Jei u ∈ U elementai buvo
numeruoti skaičiais {1, . . . ,m}, o v ∈ V – skaičiais {1, . . . , n}, tai w numeracijai naudo-
jami skaičiai {1, . . . ,m + n}, naujoji struktūra w laikoma n +m eilės. Struktūru

‘
u ir v

elementai pernumeruojami, dabar naudojant skaičius {1, . . . ,m+ n}, ǐslaikant buvusi
‘
ju

‘
sutvarkyma

‘
(eilǐskuma

‘
) ir taip, kad u ir v elementu

‘
naujos numeracijos nesikirstu

‘
. For-

maliai kalbant, skaidumo sandaugos w numeracija
‘
apibrėžia bet kokios dvi monotonǐskai
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didėjančios funkcijos θ1 : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m+n} ir θ2 : {1, . . . ,m} → {1, . . . ,m+n},
kuriu

‘
reikšmiu

‘
sritys nesikerta, o ju

‘
sa

‘
junga yra visa aibė {1, . . . ,m + n}. Taigi u ir v

skaidumo sandauga (ja
‘
žymėsim w = u∗v) yra aibė sutvarkytu

‘
ju

‘
poru

‘
, besiskiriančiu

‘
per-

numeravimu. Aǐsku, kad būtent θi, i = 1, 2 monotonǐskumas užtikrina ankščiau turėta
‘

struktūru
‘
u ir v elementu

‘
sutvarkyma

‘
, be to, daugindami skirtingas poras gausime skirtin-

gas skaidumo sandaugas. Visos skaidumo sandaugos w = u∗v, u ∈ U , v ∈ V sudaro klasiu
‘

U ir V skaidumo sandauga
‘
, kuria

‘
žymėsimeW = U∗V. Pagal indukcija

‘
apibrėžiama ir bet

kokio skaičiaus struktūru
‘
bei ju

‘
klasiu

‘
sandaugos. Atkreipkime dėmesi

‘
, kad pradėjome

nuo sutvarkytu
‘
ju

‘
poru

‘
(u, v), todėl griežtai kalbant, U ∗ V 6= V ∗ U . Toliau žymėkime

U<1> = U , U<2> = U ∗ U , ... U<n> = U ∗ U<n−1>, ....

Pradedant nuo nesutvarkytu
‘
ju

‘
poru

‘
, lygiai taip pat apibrėžiame Abelio skaidumo san-

daugas. Ju
‘
žymėjimui naudosime simboli

‘
[∗]. Dabar

U [1] = U , U [2] = U [∗]U , ..., U [n] = U [∗]U [n−1], . . .

Kadangi yra n! kėliniu
‘
, sandaugu

‘
U<n> ir U [n] EGF rǐsa lygybės

(1) U<n>(t) = n!U [n](t), n = 0, 1, . . . .

Skaidumo kompleksu vadinsime aibe
‘

(2) U<∗> = {∅} ∪ U ∪ U<2> ∪ . . . .

Tai nesikertančiu
‘
aibiu

‘
sa

‘
junga. Panašiai

(3) U [∗] = {∅} ∪ U ∪ U [2] ∪ . . .

vadinsime Abelio skaidumo kompleksu arba ansambliu.
Šakniniai numeruotieji mǐskai bei funkciniai grafai sudaro ansamblius. Pirmuoju atveju

pradin struktūru
‘
klasė buvo visu

‘
numeruotu

‘
medžiu

‘
klasė, o antruoju – jungiu

‘
funkciniu

‘
digrafu

‘
klasė. Pokštieji mǐskai sudaro skaidumo kompleksa

‘
(ne Abelio), nes juose i

‘
medžiu

‘
tvarka

‘
yra atsižvelgiama.

1 teorema. Tegu

U(t) =
∑
n≥1

unt
n

n!
, V (t) =

∑
n≥1

vnt
n

n!
−

kombinatoriniu
‘
struktūru

‘
klasiu

‘
U bei V eksponentinės generuojančios funkcijos (EGF).

Skaidumo sandaugos W = U ∗ V EGF

(4) W (t) =
∑
n≥1

wnt
n

n!
= U(t)V (t).
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Skaidumo komplekso U<∗> EGF lygi

(5) U<∗>(t) :=
∑

w∈U<∗>

t|w|

|w|!
= (1− U(t))−1,

o Abelio skaidumo komplekso U [∗] EGF –

(6) U [∗](t) :=
∑

w∈U [∗]

t|w|

|w|!
= eU(t).

I̧rodymas. Pastebėkime, kad n eilės skaidumo sandaugu
‘
w = u ∗ v galime sudaryti

wn =
n∑

k=0

(
n

k

)
ukvn−k,

nes pastaroji lygybė nurodo, kad fiksuotoje sandaugoje viena komponentė yra k, o kita
– (n− k) eilės, be to, pirmoji komponentė yra numeruota bet kokiu k indeksu

‘
poaibiu ǐs

{1, . . . , n}. Taigi,
wn

n!
=

n∑
k=0

uk

k!
vn−k

(n− k)!
.

Iš čia ǐsplaukia (4) formulė.
Pasinaudoje

‘
ja bei (2) lygybe, gauname

U<∗>(t) =
∑
n≥0

∑
w∈U<n>

t|w|

|w|!
=

∑
n≥0

U(t)n = (1− U(t))−1.

Abelio skaidumo kompleksui, pasinaudoje
‘
(1), turime bei

U [∗](t) =
∑
n≥0

∑
w∈U [n]

t|w|

|w|!
=

∑
n≥0

1
n!

∑
w∈U<n>

t|w|

|w|!
=

∑
n≥0

1
n!
F (t)n = eU(t).

�
Palyginkime gauta

‘
rezultata

‘
su 8 skyrelio teoremos ǐsvada. Ji teigia, kad funkciniu

‘
digrafu

‘
klasės EGF tenkina lygybe

‘

T (y) =
∑
n≥0

nn

n!
yn = exp

{ ∑
n≥1

π(n)
n!

yn

}
,

čia π(n) – jungiu
‘
funkciniu

‘
digrafu

‘
skaičius. Kadangi funkciniai digrafai yra jungiu

‘
digrafu

‘
nesutvarkytieji rinkiniai ir funkciniai digrafai yra jungiu

‘
digrafu

‘
generuotas ansamblis,

pastarasis sryšis yra 1 teoremos ǐsvada.
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Panagrinėkime kita
‘

pavyzdi
‘
. Tegu U keitiniu

‘
ciklu

‘
klasė. Turėdami n ≥ 1 skaičiu

‘
{1, . . . , n} galime sudaryti n! kėliniu

‘
(i1, i2, . . . , in−1, in). Kadangi ciklams galioja

(i1, i2, . . . , in−1, in) = (i2, . . . , in−1, in, i1) = · · · = (in, i1, . . . , in−1),

gausime (n− 1)! ciklu
‘
. Vadinasi, tokiu

‘
ciklu

‘
klasės EGF lygi∑

n≥1

(n− 1)!
n!

tn = log(1− t)−1.

Abelio skaidumo sandauga U [n] duotu
‘
visus keitinius, sudarytus ǐs n ciklu

‘
. Jos EGF lygi

U [n](t) =
1
n!

logn(1− t)−1.

Keitiniai sudarytu
‘
ciklu

‘
klasės generuota

‘
ansambli

‘
, todėl jo EGF

U<∗> =
∑
n≥0

1
n!

logn(1− t)−1 =
1

1− t
,

ka
‘
mes turėjome ir anksčiau.
Ciklus galime sudarinėti ir ǐs kitokiu

‘
negu skaičiai kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
, pvz.,

medžiu
‘
. Kokia bus EGF, jei pradėsime nuo struktūru

‘
klasės su EGF A(t)?

2 teorema. Iš kombinatoriniu
‘

struktūru
‘

klasės A su EGF A(t) sudarytu
‘

ciklu
‘

klasės
EGF bus lygi

C(t) =
∑
n≥0

cn
n!
tn = log

(
1−A(t)

)−1
.

I̧rodymas. Kaip matėme anksčiau, n eilės sutvarkytu
‘
rinkiniu

‘
, daromu

‘
ǐs A, EGF lygi

An(t); ciklams kiekvienas jos koeficientas yra n kartu
‘
mažesnis. Tad,

C(t) = A(t) +
A2(t)

2
+ · · ·+ An(t)

n
+ · · · .

Tai ir yra 2 teoremos tvirtinimas. �
Iš 1 ir 2 teoremu

‘
ǐsplaukia i

‘
domiu

‘
kompleksu

‘
generuojančiu

‘
funkciju

‘
savybiu

‘
.

1 ǐsvada. Tegu

D(t) :=
∑
n≥1

dnt
n

n!
=

∑
n≥1

nn−1tn

n!
−

Cayley’io medžiu
‘

EGF. Tada D(t) = teD(t), kai |t| < e−1.
I̧rodymas. Pasinaudoje

‘
Stirlingo formule, nesunkiai nustatome eilutės D(t) konverga-

vimo sriti
‘
|t| < e−1. Pastebime, kad šakniniai mǐskai sudaro Cayley’io medžiu

‘
ansambli

‘
.

Vadinasi, pagal 1 teorema
‘
ju

‘
EGF ǐssireǐskia per D(t). Gauname

Q(t) :=
∑
n≥0

qnt
n

n!
= eD(t).
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Pagal 6.2 teorema
‘
qn = dn+1/(n+ 1), todėl

Q(t) =
∑
n≥0

dn+1t
n

(n+ 1)!
= t−1D(t).

�
2 ǐsvada. Tegu Π(t) – jungiu

‘
funkciniu

‘
digrafu

‘
EGF, o T (t) – visu

‘
funkciniu

‘
digrafu

‘
ansamblio EGF. Tai srityje |t| < e−1

Π(t) = log
(
1−D(t)

)−1
, T (t) =

1
1−D(t)

.

I̧rodymas. Kiekviena funkcinio digrafo komponentė yra sudaryta ǐs ciklo ir Cayley’io
medžiu

‘
, kuriu

‘
briaunos ši

‘
kart turi kryptis nukreiptas i

‘
šaknis, esančias šiame cikle.

Medžiai gali būti ir pirmos eilės, tai bus ciklo viršūnės. Ciklas apibrėžia ir medžiu
‘

ǐsdėstymo tvarka
‘
, sukeitus bent du ǐs ju

‘
, gaunamas kito atvaizdžio digrafas. Kitaip

tariant, i
‘

jungia
‘

funkcinio digrafo komponente
‘

galime žiūrėti kaip i
‘

medžiu
‘

cikla
‘
. Jei

π(n) – n eilės jungiu
‘
funkciniu

‘
digrafu

‘
skaičius, n ≥ 1, tai šis skaičius reikš ir tos pačios

eilės medžiu
‘
ciklu

‘
kieki

‘
. Pagal 2 teorema

‘
medžiu

‘
ciklu

‘
klasės EGF lygi

log
(
1−D(t)

)−1
.

Kadangi T yra šios klasės generuotas ansamblis, pagal 1 teorema
‘
gauname

(6) T (t) = exp
{

log
(
1−D(t)

)−1} =
(
1−D(t)

)−1
.

Išvada i
‘
rodyta. �

Naudojant 1 ir 2 ǐsvadas ir šia
‘

lygybe
‘

nebesunku rasti π(n) bei jo asimptotika
‘
, kai

n→∞.
Lagrange lema. Tegu funkcija f(z) yra netiesiogiai apibrėžta lygybės

(7) f(z) = zφ(f(z))

pagalba, kai φ(u) – analizinė taško u = 0 aplinkoje ir φ(0) = 1. Jei g(z) yra analizinė
taško z = 0 aplinkoje, tai sudėtinė funkcija g(f(z)) irgi yra analizinė kažkokioje nulinio
taško aplinkoje, be to, jos n-asis Tayloro koeficientas lygus funkcijos φ(u)ng′(u) (n−1)-am
Tayloro koeficientui cn−1, padalytam ǐs n.

I̧rodymas. Tegu u = f(z) ir z = z(u) – jai atvirkštinė funkcija. Iš (7) turime, kad
z = u/φ(u). Pagal lemos sa

‘
lygas abi yra analizinės tam tikrose nuliniu

‘
tašku

‘
aplinkose.

Todėl naudodami Koši formule
‘
su pakankamai mažais ρ, ρ1 > 0, gauname

cn−1 =
1

2πi

∫
|u|=ρ

φ(u)ng′(u)
un

du =
1

2πi

∫
|u|=ρ

g′(u)
z(u)n

du =

=
1

2πi

∫
|z|=ρ1

g′(f(z))f ′(z)
zn

dz =
1

2πi

∫
|z|=ρ1

d
(
g(f(z))

)
zn

=

=
n

2πi

∫
|z|=ρ1

g(f(z)) dz
zn+1

.
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I
‘
žiūrėje

‘
pastarojo integralo prasme

‘
, baigiame lemos i

‘
rodyma

‘
. �

3 teorema. Jungiu
‘
n ≥ 1 eilės funkciniu

‘
grafu

‘
skaičius

π(n) = (n− 1)!
n−1∑
k=0

nk

k!
= n!en

(
1
2n

+O(n−3/2)
)
,

I̧rodymas. Teoremos 1 pirmoje ǐsvadoje gavome D(z) = zeD(z). Pagal (6) reikia rasti
n-a

‘
funkcijos log(1 − D(z))−1 Tayloro koeficienta

‘
ir padauginti ji

‘
ǐs n!. Pasinaudojame

Lagrange lema, kai φ(u) = eu, o g(u) = log(1−u)−1, ir gauname φn(u)g′(u) = enu/(1−u).
Nesunkiai randame (n− 1)-a

‘
Tayloro koeficienta

‘
. Jis lygus

∑
0≤k≤n−1 n

k/k!. Padalije
‘
ǐs

n ir padaugine
‘
ǐs n!, randame π(n) ǐsraǐska

‘
.

Sumos aproksimavimui pasinaudokime Bery-Eseno teorema apie konvergavimo greiti
‘

centrinėje ribinėje teoremoje. Tegu Sn = Z1 + ... + Zn – nepriklausomu
‘

vienodai pa-
siskirsčiusiu

‘
Poissono dydžiu

‘
su vienetiniu parametru (EZj = 1) suma. Todėl Sn irgi

Poissono dydis su parametru n, o

e−n
n−1∑
k=0

nk

k!
= P (Sn ≤ n− 1) = P ((Sn − n)/

√
n ≤ −1/

√
n) =

=
1√
2π

∫ −1/
√

n

−∞
e−u2/2 du+O(n−1/2) =

1
2

+O(n−1/2).

I
‘
state

‘
ši
‘
i
‘
verti

‘
i
‘
π(n) ǐsraǐska

‘
, baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
. �

Palyginimui pastebėkime, kad jungiu
‘
ju

‘
n eilės funkciniu

‘
digrafu

‘
ir visu

‘
tokios eilės

digrafu
‘
santykis

π(n)
nn

∼
√

π

2n
, n→∞.

Panašiai ǐsvystoma ir nenumeruotu
‘
ju

‘
kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
teorija.

10. Nenumeruotu
‘
ju

‘
struktūru

‘
kompleksai

Nagrinėti nenumeruotu
‘
struktūru

‘
pavyzdžiai turi bendra

‘
bruoža

‘
: sudėtingesni objektai

yra sudaryti ǐs atskiru
‘
daliu

‘
. Polinomus sudaro pirminiai daugikliai, binariuosius medžius

- pomedžiai, i
‘
kuriu

‘
tvarka

‘
yra atsižvelgiama . Atskiros dalys gali būti net lygios. Na-

grinėjamus objektus, turinčius apibrėžta
‘
natūralu

‘
ji
‘
skaičiu

‘
svori

‘
(atskirais atvejais tai gali

būti laipsnis, eilė ir pan.), vadinkime svorinėmis kombinatorinėmis struktūromis. Tegu P
yra tam tikra kombinatoriniu

‘
struktūru

‘
klasė, κ ∈ P viena struktūra, o w(κ) - jos svoris.

Reikalaukime, kad klasėje P yra tik baigtinis n svorio struktūru
‘
skaičius

πn = |{κ ∈ P : w(κ) = n}|, n ≥ 1.

Bet koks rinkinys
σ := {κ1, . . . , κs}, κi ∈ P, 1 ≤ i ≤ s,
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gal būt pasikartojančiu
‘
elementu

‘
gali būti laikomas nauja kombinatorine struktūra. Tuo

tikslu, reikia suteikti jai svori
‘
. Natūralu ji

‘
apibrėžti lygybe

w(σ) = w(κ1) + · · ·+ w(κs).

Tuščiajam rinkiniui σ = ∅ suteikime nulini
‘

svori
‘
. Taip apibrėžtos struktūros σ vadi-

namos kartotinėmis aibėmis, o ju
‘
visuma, i

‘
skaitant ir tuščia

‘
, - aibės P kartotiniu

‘
poaibiu

‘
struktūra. Ja

‘
žymėkime K(P).

Pirminiu
‘

polinomu
‘
, kuriu

‘
vyriausias koeficientas lygus vienam, virš baigtinio kūno

rinkinys yra geriausias tokios kartotinės struktūros pavyzdys. Sutapatine
‘
ja

‘
su rinkinio

polinomu
‘

sandauga, visu
‘

polinomu
‘

aibe
‘

galėtume laikyti kartotine pirminiu
‘

polinomu
‘

struktūra. Aǐsku, kad svoriu
‘
vaidmeni

‘
vaidina polinomu

‘
laipsniai; πn = π(n) - skaičiu

‘
n-ojo laipsnio pirminiu

‘
polinomu

‘
- nagrinėjome 3 skyrelyje.

Žvelgdami i
‘
natūraliojo skaičiaus adityviojo skaidinio dėmenis kaip i

‘
natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
aibės kartotini

‘
poaibi

‘
, tokius skaidinius irgi galėtume vadinti kartotiniu

‘
poaibiu

‘
struktūra,

kurioje svorio vaidmeni
‘
vaidina natūraliu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
didumai. Dabar πk = 1 su kiekvienu

k ∈ N.
Pradėdami nuo P poaibiu

‘
, (dabar pasikartojančiu

‘
elementu

‘
κi neimtume), panašiai

gautume aibės P poaibiu
‘

struktūra
‘
. Ja

‘
žymėkime P (P).

Formalias laipsnines eilutes

Π(z) =
∑
κ∈P

zw(κ) =
∑
n=0

( ∑
w(κ)=n

1
)
zn =:

∑
n=0

πnt
n,

K(z) =
∑

σ∈K(P)

zw(σ) =
∑
n=0

( ∑
w(σ)=n

1
)
zn =:

∑
n=0

knt
n

ir

P (z) =
∑

σ∈P (P)

zw(σ) =
∑
n=0

( ∑
w(σ)=n

1
)
zn =:

∑
n=0

pnz
n.

vadinkime atitinkamu
‘
struktūru

‘
P, K(P) ir P (P) arba seku

‘
{πn}, {kn} bei {pn} generuo-

jančiomis funkcijomis. Raskime ju
‘
sa

‘
ryšius.

1 teorema. Teisingos formalios lygybės:

K(z) = exp
{ ∞∑

m=1

Π(zm)
m

}
,

P (z) = exp
{ ∞∑

m=1

(−1)mΠ(zm)
m

}
.

I̧rodymas. Kaip ir 3 skyrelyje gauname

kn =
∑

k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
πj + kj − 1

kj

)
.
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Vadinasi, pakartoje
‘
ankstesnius skaičiavimus, i

‘
rodytume lygybe

‘

K(z) =
∑
n≥0

knz
n =

∏
j≥1

(1− zj)−πj .

Toliau panaudodami logaritminės funkcijos skleidimo Tayloro eilute formule
‘
, gauname

K(z) = exp
{ ∑

j≥1

πj

∑
m≥1

zmj

k

}
= exp

{ ∑
m≥1

1
m

Π(zm)
}
.

Antrosios i
‘
rodymui pastebėkime, kad

pn =
∑

k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
πj

kj

)
.

Be to,

∏
j≥1

(1 + zj)πj =
∏
j≥1

∞∑
k=0

(
πj

k

)
zkj =

∞∑
n=0

zn
∑

k̄∈Z+n

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
πj

kj

)
= P (z).

Logaritmuodami sandauga
‘
, kaip ir anksčiau ǐs čia gautume antra

‘
ja

‘
lemos lygybe

‘
. �

Turėdami keleta
‘

skirtingu
‘

pradiniu
‘

struktūru
‘

klasiu
‘
Pk, k ≥ 2, galėtume sudaryti

dar i
‘
domesniu

‘
nauju

‘
struktūru

‘
. Dabar apibrėšime seku

‘
struktūra

‘
. Tegu P ′ ir P ′′ dvi

struktūros. Sutvarkytu
‘
ju
‘

poru
‘

struktūra vadinsime P ′ × P ′′, kurioje poros σ := (κ′, κ′′)
svoriu laikoma w(σ) = w(κ′) + w(κ′′). Panašiai apibrėšime ir P laipsnius.

1 teorema. Jei π′k ir π′′k yra k-ojo svorio struktūru
‘
aibėse P ′ ir P ′′ skaičiai, tai n-jo

svorio sutvarkytu
‘
ju
‘

poru
‘

struktūru
‘

yra

n−1∑
k=1

π′kπ
′′
n−k.

I̧rodymas. Išplaukia ǐs apibrėžimu
‘
. �

Aibės
{∅} ∪ P ∪ P2 ∪ . . .

elementai vadinami P seku
‘

struktūromis. Žymėkime ja
‘
S(P).

2 teorema. Seku
‘

struktūros generuojanti funkcija lygi

∑
σ∈S(P)

zw(σ) = 1 + Π(z) + Π(z)2 + · · · = 1
1−Π(z)

.
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I̧rodymas. Išplaukia ǐs apibrėžimu
‘
. �

Dar karta
‘
prisiminkime binariuosius medžius ir Katalano skaičius. Kadangi kiekvienas

binarusis medis T yra arba viena ǐsorinė viršūnė ◦, arba vidinė viršūnė ∗ ir dvieju
‘
binariu

‘
ju

‘
medžiu

‘
seka, todėl gauname tokia

‘
formalia

‘
schema

‘
:

{T} = {◦} ∪ {(∗, T, T )}.

Čia paskutinė aibė yra sudaryta ǐs seku
‘
. Priskirdami ǐsorinėms viršūnėms vienetinius svo-

rius, o vidinėms viršūnėms - nulius, gautume nagrinėtas struktūras. Užraše
‘
atitinkamas

generuojančias funkcijas, gauname lygybe
‘

C(z) :=
∞∑

n=1

Cnz
n = z + 1 · C(z) · C(z) = z + C2(z),

kuria
‘
jau buvome 4 skyrelyje.

Kaip ir praeitame skyrelyje galėtume apibrėšti ir nenumeruotu
‘
struktūra

‘
ciklu

‘
klase

‘
.

Reziumuodami akcentuosime, kad formalus nauju
‘
struktūru

‘
klasiu

‘
sudarymas duoda ir

ju
‘

generuojaniu
‘

funkciju
‘

ryšius. Panaudodami pastaruosius, galime naujas struktūras
suskaičiuoti.
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II. TIKIMYBINIAI UŽDAVINIAI

10. Sa
‘
lyginiu

‘
skirstiniu

‘
panaudojimas

Apsiribokime numeruotosios struktūros U poaibiu
‘

struktūra A := U [∗], kuria
‘

trum-
pumo dėlei vadinkime ansambliu

‘
struktūra. Tarkime, kad |Uj | = mj , o |An| = p(n) yra

atitinkamu
‘
eiliu

‘
struktūru

‘
skaičiai. Pagal 9 skyrelio teorema

‘
gauname sa

‘
ryši

‘

∞∑
n=0

p(n)
n!

tn = exp
{ ∞∑

j=1

mj

j!
tj

}
.

Iš čia ǐsplaukia lygybė

(1) p(n) = n!
∑

1k1+···+nkn=n

n∏
j=1

(
mj

j!

)kj 1
kj !

.

Ši lygybė turi ir kitokia
‘
kombinatorine

‘
prasme

‘
. Norėdami ja

‘
i
‘
žvelgti, suskaičiuokime n-os

eilės ansambliu
‘
skaičiu

‘
kitu būdu.

Tegu k̄(σ) = (k1(σ), . . . , kn(σ)) yra ansamblio σ struktūros vektorius. Kaip i
‘
rodėme 2

skyrelyje, ǐs viso yra

n!
n∏

j=1

1
kj !(j!)kj

galimybiu
‘
ǐsskaidyti n aibe

‘
nesikertančiu

‘
poaibiu

‘
sa

‘
jungomis taip, kad gautume kj poai-

biu
‘
, turinčiu

‘
j elementu

‘
, 1k1 + · · · + nkn = n. Iš kiekvieno j-os eilės poaibio galime

sudaryti mj numeruotu
‘
ju

‘
pradiniu

‘
galimu

‘
ansamblio komponenčiu

‘
. Taigi, visoms jo kj

j-os eilės komponentėms parinkti gauname mkj

j variantu
‘
. Taigi, ǐs viso yra

(2) n!
n∏

j=1

1
kj !

(
mj

j!

)kj

= |{σ ∈ A : k̄(σ) = k̄}|

ansambliu
‘
, turinčiu

‘
fiksuota

‘
struktūros vektoriu

‘
k̄ = (k1, . . . , kn). Sumuodami pagal

visus struktūros vektorius, ǐs čia gauname (1) formule
‘
.

Ansambliu
‘
aibėje An apibrėžkime tikimybini

‘
mata

‘
, imdami

νn({σ}) =
1

p(n)
, σ ∈ An,

arba νn(...) = 1
p(n) |{σ ∈ An : ...}|.

Iš (2) formulės matome, kad

(3) νn(k̄(σ) = k̄) = 1{1k1 + · · ·+ nkn = n} n!
p(n)

n∏
j=1

1
kj !

(
mj

j!

)kj

.
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Dažnai tikimybinius kombinatoriniu
‘

struktūru
‘

uždavinius galima interpretuoti kaip
nepriklausomu

‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
(a.d.) sa

‘
lyginiu

‘
skirstiniu

‘
nagrinėjima

‘
. Kokie tie atsi-

tiktiniai dydžiai ir kokios sa
‘
lygos, jei nagrinėjame atvaizdžiu

‘
, apibrėžtu

‘
ansambliu

‘
klasėje,

skirstinius dažnio νn atžvilgiu?
Primename, jog a.d. X sa

‘
lyginiu vidurkiu a.d. Y , i

‘
gyjančio sveikas neneigiamas

reikšmes, atžvilgiu vadiname atsitiktini
‘
dydi

‘

E(X|Y ) =
∑
n≥0

E(X|Y = n)1({ω : Y = n}).

Čia 1(A) - atsitiktinio i
‘
vykio A indikatorius. Be to,

(4) E(X) = E(E(X|Y )) =
∑
n≥0

E(X|Y = n)P (Y = n),

jei EX egzistuoja. Tegu, kaip ir anksčiau, mj ≥ 0 – ansambliu
‘
klase

‘
charakterizuojantys

parametrai.

1 teorema. Tarkime, ξ1, ξ2, . . . – nepriklausomu
‘

Poisson’o a.d. seka,

E(ξj) = xjmj/j! =: λj(x).

Jei
λj(x0) ≤ λ <∞, x0 > 0,

tai bet kokiam x, 0 < x < x0 a.d. eilutė∑
j≥1

jξj =: ζ

konverguoja su tikimybe 1.
I̧rodymas. I

‘
sitikiname, jog

(5)
∑
j≥1

P (ξj 6= 0) <∞.

Kadangi ǐs nelygybės 1− e−t ≤ t, t ≥ 0, ir lemos sa
‘
lygos ǐsplaukia

P (ξj 6= 0) = 1− P (ξj = 0) = 1− exp{−(x/x0)jxj
0mj/j!} ≤ λ(x0)(x/x0)j � (x/x0)j ,

todėl (5) i
‘
vertis yra akivaizdus. Dabar pagal Borelio-Kantelio lema

‘
su vienetine tikimybe

i
‘
vykiai ξj = 0 i

‘
vyksta visiems indeksams j, ǐsskyrus baigtini

‘
ju

‘
skaičiu

‘
. Iš čia gauname

norima
‘
tvirtinima

‘
. �

Tegu ateityje ξ̄n = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) ir ζn = 1ξ1 +2ξ2 + · · ·+nξn. Be to, šiame skyrelyje
tarsime, kad 1 lemos sa

‘
lyga yra patenkinta. Kai 0 < x < x0, sveikareikšmis a.d. ζ =
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1ξ1 +2ξ2 + · · · yra korektǐskai apibrėžtas, todėl galėsime naudoti ir sa
‘
lyginius jo atžvilgiu

vidurkius.
2 teorema. Bet kokiam x > 0 ir k̄ ∈ Z+n

νn(k̄(σ) = k̄) = P (ξ̄n = k̄| ζn = n).

Jei be to, 0 < x < x0, tai prate
‘
sus vektoriu

‘
k̄(σ) nuliais iki begalinio vektoriaus, t.y.

pažymėjus k̄(σ) := (k1(σ), . . . , kn(σ), 0, . . . ), kiekvienam k̄ ∈ Z+∞ teisinga lygybė

νn(k̄(σ) = k̄) = P (ξ̄ = k̄| ζ = n).

I̧rodymas. Pastebėkime, jog tiek n-mačiu, tiek begaliniu vektoriaus k̄ atveju, kai nepa-
tenkinta sa

‘
lyga

(*) 1k1 + · · ·+ nkn = n,

visos užrašytosios tikimybės lygios nuliui. Tegu toliau (*) yra patenkinta. Begaliniu
atveju ǐs čia gauname kn+1 = kn+2 = · · · = 0. Skaičiuojame

P (ζn = n) =
∑

k̄

n∏
j=1

P (ξj = kj) = exp
{
−

n∑
j=1

λj(x)
} ∑

k̄

n∏
j=1

λj(x)kj

kj !
=

= xn exp
{
−

n∑
j=1

λj(x)
} ∑

k̄

n∏
j=1

(
mj

j!

)kj 1
kj !

=

=
xnp(n)
n!

exp
{
−

n∑
j=1

λj(x)
}
.

Čia kaip ir anksčiau sumos imamos pagal k̄ ∈ Z+n, tenkinančius sa
‘
lyga

‘
(*). Kadangi

prie (*) sa
‘
lygos

P (ξ̄n = k̄, ζn = n) = P (ξ̄n = k̄) =
n∏

j=1

P (ξj = kj),

tai ǐs paskutiniu
‘
dvieju

‘
lygybiu

‘
ǐsplaukia

P (ξ̄n = k̄| ζn = n) =
P (ξ̄n = k̄, ζn = n)

P (ζn = n)
=

=
1

p(n)

(
n!

n∏
j=1

(
mj

j!

)kj 1
kj !

)
.

Pagal (3) formule
‘
dešinėje pusėje esantis santykis yra dažnis νn(k̄(σ) = k̄). Tuo pačiu

pirmasis lemos tvirtinimas yra i
‘
rodytas.
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Kaip minėjome, prie lemos sa
‘
lygu

‘
bei (*) atsitiktinis dydis ζ yra apibrėžtas ir kn+1 =

kn+2 = · · · = 0, todėl dydžiu
‘
nepriklausomumo dėka gauname

P (ξ̄ = k̄| ζ = n) =
P (ξ̄n = k̄, ζn = n)P (ξn+1 = ξn+2 = · · · = 0)

P (ζn = n)P (ξn+1 = ξn+2 = · · · = 0)
.

Taigi, suprastine
‘
vėl turime tas pačias tikimybes. �

Kadangi pagal eksponentinės generuojančios funkcijos ǐsraǐska
‘
sandauga

(6) P (ζ = n) = P (ζn = n)
∞∏

j=n+1

P (ξj = 0) =
xnp(n)
Z(x)n!

,

naudoti sa
‘
lygines tikimybes su a.d. ζ žymiai patogiau. Pirmosios lemos sa

‘
lyga užtikrina

ir eilutės Z(x) konvergavima
‘
netgi platesnėje srityje |x| < x0, netgi laikant x ∈ C.

Tarkime, kad Φ : Z+∞ → C ir kaip anksčiau, k̄(σ) := (k1(σ), . . . , kn(σ), 0, . . . ),
palyginkime a.d. Φ(k̄(σ)) vidurki

‘
erdvėje {S, 2S , νn} su sa

‘
lyginiu vidurkiu a.d. Φ(ξ̄),

apibrėžto, tarkim erdvėje {Ω,F , P}. Vengdami dviprasmǐskumo, kalbėdami apie pirma
‘
ja

‘
erdve

‘
, prie vidurkio žymens E pridėkime indeksa

‘
n, o antroje erdvėje – x.

3 teorema. Jei vidurkis Ex(Φ(ξ̄)) yra apibrėžtas, tai srityje |x| < x0

Ex(Φ(ξ̄)) =
1

Z(x)

∑
n≥0

p(n)xn

n!
En(Φ(k̄(σ)).

I
‘
rodymas. Iš 2 teoremos ǐsplaukia

En(Φ(k̄(σ)) = Ex(Φ(k̄)| ζ = n).

Todėl pagal (4) lygybe
‘
gauname

Ex(Φ(ξ̄)) = Ex(Ex(Φ(ξ̄)| ζ)) =

=
∑
n≥0

Ex(Φ(ξ̄)| ζ = n)P (ζ = n) =
∑
n≥0

En(Φ(k̄(σ))P (ζ = n).

Pasinaudoje
‘
(6) formule baigiame 3 lemos i

‘
rodyma

‘
.

Pritaikykime gauta
‘
lygybe

‘
atsitiktiniu

‘
keitiniu

‘
atveju. Dabar 1 teoremos sa

‘
lyga yra

patenkinta su x0 = 1.

Išvada. Jei vidurkis Ex(Φ(ξ̄)) yra apibrėžtas ir x < 1, tai keitiniu
‘
ansambliui teisinga

lygybė
Ex(Φ(ξ̄)) = (1− x)

∑
n≥0

En(Φ(k̄(σ))xn.

I
‘
rodymas. Pakanka prisiminti, jog p(n) = n!, Z(x) = (1− x)−1, ir pritaikyti 3 lema

‘
. �
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11. Gončarovo teoremos

Apsiribokime istorǐskai svarbiu simetrinės grupės atveju. Atsitiktinio keitinio σ stuk-
tūros vektoriu

‘
k̄(σ) = (k1(σ), k2(σ), . . . ) patogu laikyti diskretaus laiko stochastiniu pro-

cesu. Pažymėkime
Ξ = (ξ1, ξ2, . . . )

diskretaus laiko procesa
‘

su nepriklausomomis reikšmėmis ξj momentais j = 1, 2, . . . .
Dabar ξj nepriklausomi Poisson’o a.d. su vidurkiais 1/j atitinkamai. Dabar anksčiau
buve

‘
s parametras x čia laikomas 1. Tikėdamiesi, kad galėsime pereiti ir prie ribos, kai

x → 1−, galime spėti, kad k̄(σ) silpnai konverguoja i
‘

procesa
‘

Ξ. Čia turime omenyje
baigtinamačiu

‘
skirstiniu

‘

νn

(
(kj1(σ), . . . , kjm

(σ)) = (kj1 , . . . , kjm
)
)

konvergavima
‘
i
‘
tikimybes

P

(
(ξj1 , . . . , ξjm

) = (kj1 , . . . , kjm
)
)

=
m∏

s=1

P (ξjs
= kjs

)

kiekvienam fiksuotam m ≥ 1 ir vektoriui (kj1 , . . . , kjm
) ∈ Z+m

. Toki
‘

konvergavima
‘

pažymėkime k̄(σ) νn⇒ Ξ.

1 (Gončiarovo) teorema (1942). Simetrinės grupės keitiniu
‘

ansamblyje

k̄(σ) νn⇒ Ξ,

jei n→∞.

I̧rodymas. Paprastumo dėlei imkime pirma
‘
siasm koordinačiu

‘
. Pakanka i

‘
rodyti charak-

teristiniu
‘
funkciju

‘

ϕn(t1, . . . , tm) : = En exp{it1k1(σ) + · · ·+ itmkm(σ)} =

=
1
n!

∑
σ∈Sn

exp{it1k1(σ) + · · ·+ itmkm(σ)}

konvergavima
‘
i
‘
m-mate

‘
charakteristine

‘
funkcija

‘
. Todėl pasinaudokime paskutine praeito

skyrelio ǐsvada su
Φ(k̄) := exp{it1k1 + · · ·+ itmkm}.

Gauname
Ex(Φ(ξ̄)) = (1− x)

∑
n≥0

En(Φ(k̄(σ))xn.
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Kairioje pusėje esanti
‘
vidurki

‘
lengva surasti, nes jis yra m-mačio nepriklausomu

‘
koor-

dinačiu
‘
Poissono vektoriaus charakteristinė funkcija. Taigi,

Ex(Φ(ξ̄)) =
m∏

j=1

exp
{xj

j
(eitj − 1)

}
=

=
∑
l≥0

( ∑
1k1+···+mkm=l

m∏
j=1

1
jkjkj !

(eitj − 1)kj

)
xl =:

∑
l≥0

Alx
l.

Iš paskutiniu
‘
dvieju

‘
ǐsraǐsku

‘
matome, kad ieškomasis vidurkis En(Φ(k̄(σ)) arba charak-

teristinė funkcija yra funkcijos

1
1− x

∑
l≥0

Alx
l =

( ∑
k≥0

xk

)( ∑
l≥0

Alx
l

)
,

kuri apibrėžta intervale (−1, 1), n-asis Tayloro koeficientas. Iš Al ǐsraǐskos matome, kad
šis koeficientas lygus

ϕn(t1, . . . , tm) =
n∑

l=0

∑
1k1+···+mkm=l

m∏
j=1

1
jkjkj !

(eitj − 1)kj =

=
∑

1k1+···+mkm≤n

m∏
j=1

1
jkjkj !

(eitj − 1)kj .

Čia sumuojama pagal vektorius su sveikomis neneigiamomis koordinatėmis, tenkinančio-
mis užrašyta

‘
tiesine

‘
nelygybe

‘
. Kai n→∞, šio nelygybe apibrėžto apribojimo nebelieka,

sumos pagal atskirus kj ≥ 0 atsiskiria, todėl

ϕn(t1, . . . , tm) →
m∏

j=1

∑
k≥0

(eitj − 1)k

jkk!
=

m∏
j=1

exp
{1
j
(eitj − 1)

}
.

Ta
‘
ir reikėjo i

‘
rodyti. �

Pritaikykime ”kinu
‘
restorano problemai:

n džentelmenu
‘
, užėje

‘
i
‘

kinu
‘

restorana
‘

pietauti, atidavė savo skrybėles rūbinėje. Po
pietu

‘
jos buvo gražintos atsitiktinai. Raskite tikimybės, kad lygiai k džentelmenu

‘
atgavo

savo skrybėles riba
‘
, kai n→∞?

Sprendimas. Kaip i
‘
prasta, žodi

‘
”atsitiktinai” supraskime, kad kiekvienas skrybėliu

‘
priskyrimas džentelmenams yra vienodai galimas, nors, formaliai kalbant, galimi ir kitokie
tikimybiniai modelai. Taigi, sunumeravus ir ponus, ir ju

‘
skrybėles, kiekviena

‘
skrybėliu

‘
paskirstyma

‘
aprašo n eilės keitiniai. Naudojantis ankstesniais žymenimis, gauname, kad

ieškomoji tikimybė lygi νn(k1(σ) = k), t.y. dažniui keitiniu
‘
, turinčiu

‘
lygiai k vienetinio

ilgio ciklu
‘
. Taigi, pagal 1 Gončarovo teorema

‘
gauname ieškoma

‘
riba

‘
e−1 1

k! . �
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Naudodami i
‘
dėties ir atimties principa

‘
, i

‘
rodykite, kad

νn(k1(σ) = k) =
1
k!

n−k∑
s=0

(−1)s

s!
.

Pirmosios teoremos tvirtinima
‘

galima sustiprinti, i
‘
rodant baigtiniamačiu

‘
skirstiniu

‘
momentu

‘
konvergavima

‘
. Kadangi Poisson’o dėsniui patogiau naudoti faktorialinius mo-

mentus, tai prisiminsime keleta
‘
sa

‘
voku

‘
. A.d. ξ r-os eilės faktorialiniu momentu vadina-

mas vidurkis E(ξ(r)), čia x(r) = x(x− 1) . . . (x− r + 1), r ≥ 1. Žinomi sa
‘
ryšiai

x(r) =
r∑

j=0

s(r, j)xj

bei

xr =
r∑

j=0

S(r, j)x(j),

kuriuose s(r, j) ir S(r, j), 0 ≤ j ≤ r, – pirmosios ir antrosios rūšies Stirlingo skaičiai,
s(r, 0) = S(r, 0) = 0, rodo, kad a.d. turi r-os eilės momenta

‘
tada ir tik tada, kai jis

turi tos pačios eilės faktorialini
‘
momenta

‘
. Panašiai, E(ξr

n) → E(ξr) tada ir tik tada, jei
konverguoja ir atitinkama faktorialiniu

‘
momentu

‘
seka. Pastebėkime, kad Poisson’o a.d.

ξ su parametru λ r-asis faktorialinis momentas lygus

E(ξ(r)) =
(
eλ(z−1)

)(r)∣∣∣∣
z=1

= λr.

2 teorema. Tarkime, r1, . . . , rl ≥ 0, m = 1r1 + · · · + lrl ir l ≤ n. Tada keitiniu
‘

ansambliui

Enm := En

(
k1(σ)(r1) · · · kl(σ)(rl)

)
= 1(m ≤ n)

l∏
j=1

1
jrj

= 1(m ≤ n)
l∏

j=1

E(ξj(rj)).

I̧rodymas. Kai m > n ≥ l, vienas ǐs skirtumu
‘
(kj(σ) − s), s ≤ rj lygus nuliui, todėl

Enm = 0, ir indikatorius 1(m ≤ n) = 0. Tegu toliau m ≤ n. Iš 3 lemos ǐsvados ǐsplaukia
lygybė

Ex

( l∏
j=1

ξj(rj)

)
= (1− x)

∑
n≥0

Enmx
n, x < 1.

Čia kairėje pusėje esančio a.d. ξj parametras yra lygus xj/j. Pasinaudoje
‘
a.d. nepri-

klausomumu, gauname( l∏
j=1

1
jrj

)
xm (1 + x+ · · · ) =

∑
n≥0

Enmx
n,
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kai x < 1. Sulygine
‘
koeficientus prie xn, baigiame 2 teoremos i

‘
rodyma

‘
. �

Panagrinėsime ciklu
‘
skaičiaus atsitiktiniame keitinyje asimptotini

‘
skirstini

‘
. Tegu

w(σ) = k1(σ) + · · ·+ kn(σ) −

šis skaičius. Remsimės Eulerio gama funkcijos Γ(z) savybėmis. Pagal apibrėžima
‘

Γ(z) =
∫ ∞

0

tz−1e−t dt, z ∈ C, <z > 0.

Lema. Funkcija Γ(z) yra analizinė, ǐsskyrus paprastus polius taškuose z = 0, 1, . . . ;
Γ(z + 1) = zΓ(z);(
z+n−1

n

)
= Γ(n+z)

Γ(z)Γ(n+1) ;
Γ(n+z)

n! = nz−1
(
1 +O(n−1)), |z| ≤ C, n > C > 0.

I̧rodymas. �
2 (Gončarovo) teorema.

νn(x) = νn(w(σ)− log n < x
√

log n) → 1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2 du.

I̧rodymas. Kaip ir 1 teoremos i
‘
rodyme nagrinėsime skirstinio νn(x) charakteristine

‘
funkcija

‘

ψn(t) := e−it
√

log n
∑

σ∈Sn

eitw(σ)/
√

log n =: e−it
√

log nϕ(t/
√

log n).

Pasinaudosime 2 lemos ǐsvada, kai Φ : Z+∞ → C yra toks funkcionalas:

Φ(k̄) = exp{itk1 + itk2 + · · · }.

Dabar

Ex(Φ(ξ̄) =
∏
j≥1

Exe
itξj =

∏
j≥1

exp
{xj

j
(eit − 1)

}
= (1− x)eit−1, t ∈ R, 0 < x < 1.

Pagal 2 lema
‘
gauname

∑
n≥0

En(Φ(k̄(σ))xn = (1− x)eit

=
∑
n≥0

(
eit + n− 1

n

)
zn.

Taigi,

ϕn(t) = En(Φ(k̄(σ)) =
(
eit + n− 1

n

)
=

Γ(n+ eit)
Γ(eit)n!

.
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Iš šio skyrelio lemos gauname

Γ(n+ eit)
n!

= neit−1
(
1 +O(n−1)

)
tolygiai t ∈ R atžvilgiu. Pakeisdami t dydžiu t/

√
log n, pasinaudosime i

‘
verčiu

Γ(eit/
√

log n) = Γ(1 + o(1)) = 1 + o(1),

kai n→∞. Be to, ǐs nelygybės |eiu − 1− iu+ u2/2| ≤ |u|3/6, u ∈ R ǐsplaukia

e−it
√

log nneit/
√

log n−1 = exp
{
− t2/2 +O((log n)−1/2)

}
tolygiai srityje |t| ≤ T , čia T > 0 – bet koks fiksuotas skaičius. I

‘
state

‘
gautuosius i

‘
verčius

i
‘
charakteristinės funkcijos ǐsraǐska

‘
, gauname

ψn(t) = exp
{
− t2/2

}
(1 + o(1)),

kai n→∞, tolygiai |t| ≤ T atvilgiu. Kadangi toks charakteristiniu
‘
funkciju

‘
konvergavi-

mas yra ekvivalentus skirstiniu
‘
silpnajam konvergavimui, teorema yra i

‘
rodyta. �

Užduotis. Kaip skaičiuotumėte atsitiktinio keitinio maksimalaus ciklo ilgio vidurki
‘
,

kitus momentus?

12. Analizinis metodas

9 skyrelio 3 lemos rezultata
‘
galima panaudoti ir analizinio metodo pagrindimui. Na-

grinėkime bendra
‘
ansambliu

‘
klase

‘
su generuojančia funkcija

Z(x) =
∑
n≥0

p(n)
n!

xn = exp
{ ∑

j≥1

mj

j!
xj

}
.

Anksčiau turėtas parametras x0 nusako laipsninės eilutės, esančios po eksponente, kon-
vergavimo intervala

‘
. Be to, kai x < x0, apibrėžtas a.d.

ζ =
∑
j≥1

jξj .

Čia ξj – nepriklausomi Poisson’o a.d. su vidurkiais mjx
j/j!, j ≥ 1. Pastebėkime, kad

tikimybė P (ζ = n) lygi funkcijos∏
j≥1

exp
{
mjx

j

j!
(zj − 1)

}
=
Z(zx)
Z(x)

Taylor’o koeficientui prie zn. Todėl

P (ζ = n) =
1

Z(x)
p(n)xn

n!
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ir

(1) Z(x)Ex(Φ(ζ̄)) =
∑
n≥0

En(Φ(k̄(σ)))
p(n)
n!

xn,

jei E(Φ(ζ̄)) yra apibrėžtas ir x < x0. Tarkime, kad pagal analizinio prate
‘
simo principa

‘
(1) lygybėje esančias eilutes galima prate

‘
sti skritulyje |x+ iy| < x0. Apskaičiavus kairėje

esančias funkcijas, reikalingo dydžio En(Φ(k̄(σ))) asimptotikos galima ieškoti naudojant
Cauchy formule

‘
analizinėms funkcijoms. Tikimybinė interpretacija, naudota ǐsvedant (1)

lygybe
‘
toliau darosi nebereikalinga.

Pavyzdžiui, atsitiktinio ansamblio komponenčiu
‘
kiekiui w(σ) tirti gali būti panaudota

formulė

Z(x+ iy)eit

=
∑
n≥0

(
1

p(n)

∑
σ∈S

eitw(σ)

)
p(n)
n!

(x+ iy)n, |x+ iy| < x0, t ∈ R.

13. Felerio poravimas

Atsitiktiniu
‘
dydžiu

‘
kj(σ), j ≤ n, apibrėžtu

‘
tikimybinėje erdvėje {Sn, 2Sn , νn}, prik-

lausomumas sukelia nemaža sunkumu
‘
, todėl kyla natūralus klausimas, ar negalima juos

ǐsreikšti kitos erdvės nepriklausomu
‘
atsitiktiniu

‘
dydžiu

‘
kombinacijomis. Yra keletas būdu

‘
realizuoti šia

‘
idėja

‘
. Jie vadinami poravimais, nes vienoje tikimybinėje erdvėje apibrėžiami

ir nepriklausomi, ir priklausomi atsitiktiniai dydžiai, turintys mus dominančiu
‘

dydžiu
‘

skirstinius . Aprašysime W.Feller’io metoda
‘
.

Pradžioje modeliuojame atsitiktini
‘
keitini

‘
σ, naudodami nepriklausomus Bernulio a.d.

ηj , j ≥ 1, apibrėžtus kurioje nors erdvėje {Ω,F , P} tikimybėmis

P (ηj = 1) =
1
j

= 1− P (ηj = 0).

Be to, tariame, jog turime galimybe
‘
ǐs baigtinės aibės skaičiu

‘
ǐsrinkti atstova

‘
su vienoda

tikimybe ir nepriklausomai nuo dydžiu
‘
ηj .

Štai Feller’io algoritmas:

Startas: Atidarome cikla
‘
vienetu ir rašome
(1

1 žingsnis: Jei ηn = 1, tai uždarome pradėta
‘
cikla

‘
, 2 pradedame nauja

‘
ir rašome

(1)(2
jei ηn = 0, tai prie 1 pradėtame cikle prirašome i, imdami ji

‘
su

vienoda tikimybe ǐs skaičiu
‘
{2, . . . , n}, ir gauname

(1i

2 žingsnis: Jei ηn−1 = 1, tai uždarome pradėta
‘
cikla

‘
, mažiausiu ǐs nepanaudotu

‘
skaičiu

‘
pradedame nauja

‘
cikla

‘
ir gauname

(1)(2)(3 arba (1i)(l,
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čia l = min{1, . . . , n} \ {1, i};
jei ηn−1 = 0, tai pradėtame cikle prirašome viena

‘
ǐs likusiu

‘
skaičiu

‘
,

imdami ji
‘
su vienoda tikimybe, ir gauname

(1)(2j arba (1im,
čia j ∈ {3, . . . , n}, o m ∈ {1, . . . , n} \ {1, i}.

Atlike
‘
k žingsni

‘
, toliau naudojame a.d. ηn−k.

(k + 1) žingsnis: Jei ηn−k = 1, tai uždarome pradėta
‘
ji
‘
cikla

‘
ir mažiausiu nepa-

naudotu skaičiumi pradedame nauja
‘
cikla

‘
,

jei ηn−k = 0, tai atvirojo ciklo gale prirašome nepanaudota
‘
skaičiu

‘
,

imdami ji
‘
su vienoda tikimybe.

Po n žingsniu
‘
procesas baigiasi pradėtojo ciklo uždarymu.

Skaičiuodami bet kurio ǐs baigtu
‘
ir pradėto ciklu

‘
varianto, gauto po kiekvieno žingsnio,

tikimybes, i
‘
sitikiname, jog su tikimybe 1/n! sudarėme atsitiktini

‘
keitini

‘
, užrašyta

‘
ciklu

‘
sandauga.

2 teorema.
n∑

j=1

ηj =
n∑

j=1

kj(σ) = w(σ).

I
‘
rodymas. Pakanka pastebėti, jog ciklas pabaigiamas tada ir tik tada, kai ηj = 1. �

3 teorema.

kj(σ) = Xnj := ηn−j+1(1− ηn−j+2) · · · (1− ηn)+

+
n−j∑
i=1

ηi(1− ηi+1) · · · (1− ηi+j−1)ηi+j .

I
‘
rodymas. Pastebėkime, kad pirmasis j ilgio ciklas susidaro tada ir tik tada, kai

(ηn, . . . , ηn−j+1) = (0, . . . , 0, 1). Tai ekvivalentu lygybei

ηn−j+1(1− ηn−j+2) · · · (1− ηn) = 1.

Vėliau toks ciklas susiformuoja tada ir tik tada, kada vektoriaus (ηn, . . . , η1) reikšmiu
‘

sekoje pasirodo grandinė 1, 0, . . . , 0, 1, kurioje tarp vienetu
‘
yra j − 1 nuliu

‘
. Suma pagal

i = 1, . . . , n − j, kuri užrašyta 3 teoremos formulavime, sudeda tiek vienetu
‘
, kiek yra

minėtu
‘
grandiniu

‘
, t.y., ji suskaičiuoja j ilgio ciklu

‘
kieki

‘
, pradedant antruoju.

3 teorema i
‘
rodyta. �

Nors 3 teoremoje i
‘
rodyta lygybė kj(σ) = Xnj , turėdami omenyje erdve

‘
{Ω,F , P},

naudosime žymeni
‘
Xnj , o kalbėdami apie erdve

‘
{Sn, 2Sn , νn}, – žymeni

‘
kj(σ).
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4 teorema. Pažymėkime

Xj =
∞∑

i=1

ηi(1− ηi+1) · · · (1− ηi+j−1)ηi+j .

Kai n→∞,
(Xn1, . . . , Xnn, 0 . . . , )

P⇒ (X1, X2 . . . ).

I
‘
rodymas. Pradžioje pastebėkime, kad a.d. Xj yra apibrėžtas. Iš tiesu

‘
,

∑
i≥1

P

(
ηi(1− ηi+1) · · · (1− ηi+j−1)ηi+j 6= 0

)
≤

≤
∑
i≥1

P (ηi = 1, ηi+j = 1) =
∑
j≥1

1
i(i+ j)

<∞,

todėl pagal Borelio-Kantelio lema
‘
begalinė a.d. eilutė konverguoja beveik visur (b.v.).

Be to,
Rnj :=

∑
i>n−j

ηi(1− ηi+1) · · · (1− ηi+j−1)ηi+j → 0 b.v.

Toliau, jei
Qnj := ηn−j+1(1− ηn−j+2) · · · (1− ηn),

tai
P (Qnj = 1) ≤ P (ηn−j+1 = 1) = 1/(n− j + 1) → 0,

visiems j, kai n→∞.
Kadangi |Xj − Xnj | ≤ Rnj + Qnj , gauname bet kokio fiksuoto baigtinio skaičiaus

a.d. Xnj jungtiniu
‘
skirstiniu

‘
konvergavima

‘
i
‘
atitinkamus (X1, X2, . . . ) baigtiniamačius

skirstinius.
4 teorema i

‘
rodyta. �

Išvada. (X1, X2 . . . )
d= (ξ1, ξ2, . . . ). Čia kaip ir anksčiau, ξj , j ≥ 1 – nepriklausomi

Poisson’o a.d. su parametrais 1/j atitinkamai.

I
‘
rodymas. Pakanka sugretinti turėtus sa

‘
ryšius

(k1(σ), . . . , kn(σ), 0 . . . ) νn⇒ (ξ1, ξ2, . . . ),

(k1(σ), . . . , kn(σ), 0 . . . ) d= (Xn1, . . . , Xnn, 0 . . . , )

bei 4 teoremos teigini
‘
. �
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14. Atstumo pagal varijacija
‘
i
‘
vertinimas.

Atstumas d pagal (pilna
‘
ja

‘
) varijacija

‘
tarp dvieju

‘
atsitiktiniu

‘
elementu

‘
X ir Y su

reikšmėmis bendroje metrinėje erdvėje S, kurios Borelio aibiu
‘

klasė yra S, skirstiniu
‘

L(X) ir L(Y ) yra apibrėžiamas taip:

d(L(X),L(Y )) := sup
B∈S

|P1(X ∈ B)− P2(Y ∈ B)| = sup
B∈S

(P1(X ∈ B)− P2(Y ∈ B)).

I
‘
sisitinkite, kad antroji lygybė yra teisinga! Kai dydžiai yra diskretūs, pvz., S = Z+n

,
galima ir kitokia šio atstumo ǐsraǐska. Tegu a+ = a, jei a ≥ 0, ir a+ = 0, jei a < 0. Be
to, tegu a− = a− a+. Tada tokiems dydžiams

d(L(X),L(Y )) :=
∑
s∈S

(
P1(X = s)− P2(Y = s)

)+

ir
d(L(X),L(Y )) :=

∑
s∈S

(
P1(X = s)− P2(Y = s)

)−
Kadangi |a| = a+ + a−, ǐs čia ǐsplaukia lygybė

d(L(X),L(Y )) :=
1
2

∑
s∈S

∣∣P1(X = s)− P2(Y = s)
∣∣.

Ateityje mes naudosimės vektoriu
‘

k̄r(σ) := (k1(σ), . . . , kr(σ))

ir
ξ̄r := (ξ1, . . . , ξr)

skirstiniu
‘
L(k̄r(σ)) ir L(ξ̄r) atstumo pagal varijacija

‘
, t. y., dydžio

dr(n) := sup
A⊂Z+r

∣∣∣∣νn(k̄r(σ) ∈ A)− P (ξ̄r ∈ A)
∣∣∣∣ =

=
1
2

∑
k̄r∈Z+r

∣∣νn(k̄r(σ) = k̄r)− P (ξ̄r = k̄r)
∣∣

i
‘
vertiniu, kai r = r(n) ≤ εn su kiekvienu ε > 0.

1 lema.
dr(n) ≤

∑
j≤r

E|Xnj −Xj | =: dw
r (n)
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I
‘
rodymas. Pažymėkime X̄nr = (Xn1, . . . , Xnr). Pagal 11 skyrelio 3 lema

‘
jo skirstinys

sutampa su vektoriaus k̄r(σ) skirstiniu. Taip pat pagal 11.3 lemos ǐsvada
‘
ξ̄r galime

pakeisti X̄r := (X1, . . . , Xr). Todėl

dr(n) = sup
A⊂Z+r

∣∣∣∣P (X̄nr ∈ A)− P (X̄r ∈ A)
∣∣∣∣ ≤ P (X̄nr 6= X̄r) ≤

≤ P

( ∑
j≤r

|Xnj −Xj | ≥ 1
)
≤ dw

r (n).

1 lema i
‘
rodyta.

1 teorema (Fundamentalioji lema). Jei r ≤ n, tai

dr(n) ≤ 2r
n− r + 1

.

I
‘
rodymas. Pagal 1 lema

‘
pakanka toki

‘
i
‘
verti

‘
gauti metrikai dw

r (n). Vertinme a.d.

Xj −Xnj = Rnj −Qnj =
∑

i>n−j

ηi(1− ηi+1) · · · (1− ηi+j−1)ηi+j−

− ηn−j+1(1− ηn−j+2) · · · (1− ηn)

pirma
‘
ji
‘

absoliutini
‘

momenta
‘
. Remdamiesi a.d. ηj nepriklausomumu, praleisdami dali

‘
daugikliu

‘
, gauname

E|Xj −Xnj | ≤
∑

l>n−j

1
l(l + j)

+
1

n− j + 1
=

=
1
j

∑
l>n−j

(
1
l
− 1
l + j

)
+

1
n− j + 1

=

=
1
j

∑
n−j<l≤n

1
l

+
1

n− j + 1
≤

≤ 1
n− j + 1

+
1

n− j + 1
≤ 2
n− r + 1

,

jei j ≤ r. Sudėje
‘
pagal šiuos j, baigiame teoremos i

‘
rodyma

‘
.

Atidžiau vertinant momentus, galime patikslinti 1 teoremoje gauta
‘
nelygybe

‘
.

2 teorema. Tegu n→∞. dr(n) = o(1) tada ir tik tada, kai r = o(n).

I
‘
rodymas. Sa

‘
lygos r = o(n) pakankamumas ǐsplaukia ǐs 1 teoremos.

Būtinumui i
‘
rodyti naudosimės ǐsraǐska

dr(n) = sup
A⊂Z+r

∣∣∣∣νn(k̄r(σ) ∈ A)− P (ξ̄r ∈ A)
∣∣∣∣ =

= sup
A⊂Z+r

∣∣∣∣P (ξ̄r ∈ A| ζ = n)− P (ξ̄r ∈ A)
∣∣∣∣.
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Žia, kaip ir anksčiau ζ = 1ξ1 + · · ·+ nξn. Parinkime ”bloga
‘
” aibe

‘
A ⊂ Z+r. Ja gali būti

aibė
{k̄r ∈ Z+r : 1k1 + · · ·+ rkr > n}.

Kadangi sa
‘
lyginė tikimybė lygi nuliui, gauname

dr(n) ≥ P

( ∑
j≤r

jξj > n

)
≥ P

(
r

2

∑
r/2<j≤r

ξj > n

)
= P (Y > 2n/r).

Žia Y – Poisson’o a.d. su parametru∑
r/2<j≤r

1/j ∼ log 2, r →∞.

Jei r = 2εn, tai
P (Y > ε−1) ≥ c(ε) > 0.

2 teorema i
‘
rodyta.

15. Sa
‘
lyginiu

‘
tikimybiu

‘
i
‘
verčiai

Vertinsime ǐs viršaus sa
‘
lygines tikimybes per besa

‘
lygines šiek tiek ǐsplėsdami nag-

rinėjamus i
‘
vykius. Paprastumo dėlei naudosime geometrine

‘
tikimybinės erdvės interpre-

tacija
‘
, persikeldami i

‘
anksčiau turėtu

‘
a.d. reikšmiu

‘
erdve

‘
.

Tegu dabar Ω = Z+n – aibė vektoriu
‘
k̄ = (k1, . . . , kn) su neneigiamomis koordinatėmis

ir ēj = (0, . . . , 1, . . . , 0), čia 1 yra j-oje pozicijoje, j = 1, . . . , n. Žymėsime k̄′ ⊥ k̄′′, jei
k′1k

′′
1 + · · · + k′nk

′′
n = 0 ir k̄′ ≤ k̄′′, jei k′1 ≤ k′′1 , · · · , k′n ≤ k′′n. Žia k̄′ = (k′1, . . . , k

′
n) ir

k̄′′ = (k′′1 , . . . , k
′′
n). Žymuo k̄′ ‖ k̄′′ reikš, kad k̄′ ≤ k̄′′ ir k̄′ ⊥ k̄′′ − k̄′.

Tarkime, kad aibėje Ω apibrėžtas tikimybinis erdviu
‘
sandaugos matas

P (k̄) := P ({k̄}) =
n∏

j=1

pj(kj),
∞∑

k=0

pj(k) = 1,

čia 0 ≤ pj(k) ≤ 1, kai 1 ≤ j ≤ n, k ≥ 0.
Tegu L : Ω → Z+ - funkcija, turinti pavidala

‘
L(k̄) = 1k1+· · ·+nkn ir Ωm = L−1(m) =

{k̄ : L(k̄) = m}. Tolimesniems mūsu
‘
taikymams svarbūs tikimybiu

‘

P ({k̄ : H(k̄) ∈ B} |Ωn)

i
‘
verčiai. Žia H : Ω → G - adityvioji funkcija. Ja

‘
galima apibrėžti lygybėmis

H(k̄) =
n∑

j=1

Hj(kj),
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kuriose Hj(kj) ∈ G, o (G,+) yra adicinė Abelio grupė, Hj(0) = 0. Žinoma, i
‘
domiausias

atvejis Pn := P (Ωn) = o(1), kai n→∞.
Bet kokiam poaibiui U ⊂ Ω apibrėžiame jo plėtini

‘

V = V (U) := {k̄ = k̄1 + k̄2 − k̄3 : k̄1, k̄2, k̄3 ∈ U, k̄1 ⊥ k̄2 − k̄3, k̄3 ‖ k̄2}

bei jo papildini
‘
Ū = Ω \ U .

Šio skyrelio pagrindinis rezultatas yra tokia teorema.

1 teorema. Tegu n ≥ 1 ir c, c1, C1 ir C2 tokios teigiamos konstantos, kad

(i) pj(0) ≥ c visiems 1 ≤ j ≤ n;

(ii) P (Ωm) ≤ C1 Pn visiems 0 ≤ m ≤ n− 1;

(iii) Pn ≥ c1n
−1;

(iv) ∑
k≥1,j≤n

kj=m

pj(k)
pj(0)

≤ C2

m

visiems 1 ≤ m ≤ n.

Tada
P (V̄ |Ωn) ≤ CP (Ū).

Žia C > 0 ir priklauso tik nuo sa
‘
lygose i

‘
vestu

‘
konstantu

‘
.

1 teoremos i
‘
rodyma

‘
pradėsime lema. Joje naudojama tik sa

‘
lyga (i).

Lema. Pažymėkime π = kēj su bet kokiais k ≥ 1 ir j ≤ n, q(π) = pj(k)/pj(0),

Qn = {π : L(π) ≤ n},

Q′ = {π ∈ Qn : ∃k̄ ∈ U, k̄ ⊥ π, π + k̄ ∈ U}

ir Q′′ = Qn \Q′. Jei P (Ū) := µ < c2/32, tai∑
π∈Q′′

q(π) ≤ 4c−1µ.

I
‘
rodymas. Imkime π = kēj ǐs aibės Q′′ su kažkokiais k ≥ 1 ir j ≤ n ir apibrėžkime

aibe
‘

Wπ = {l̄ = π + k̄ : k̄ ∈ U, k̄ ⊥ π} ⊂ Ū .

Jei π ∈ Q, o k̄ ∈ Ω tokie, kad π ⊥ k̄, tai

(1) P (π + k̄) = q(π)P (k̄).
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Vadinasi,

µ ≥ P (Wπ) = q(π)
∑

k̄∈U,k̄⊥π

P (k̄) ≥ q(π)
( ∑

k̄∈U

P (k̄)−
∑
k̄∈Ω
kj≥1

P (k̄)
)

=

= q(π)
(

1− µ− (1− pj(0))
)
≥ q(π)c/2

(2)

ir

(3) q(π) ≤ 2c−1µ ≤ c/8.

Jei π1 = rēi 6= π, π1 ∈ Q′′, tai Wπ ∩Wπ1 = ∅, kai i = j, ir

Wπ ∩Wπ1 ⊂ {l̄ = π + π1 + k̄ : k̄ ∈ Ω, k̄ ⊥ π, k̄ ⊥ π1}

kai i 6= j. Todėl bet kuriuo atveju ǐs (1) gauname

(4) P (Wπ ∩Wπ1) ≤ q(π)q(π1).

Bet kokiam poaibiui Q ⊂ Q′′ pažymėkime

W =
⋃

π∈Q

Wπ, a := a(Q) =
∑
π∈Q

q(π).

Kadangi W ⊂ Ū , tai ǐs (2) ir (4) nelygybiu
‘
gauname

(5) µ ≥ P (W ) ≥
∑
π∈Q

P (Wπ)−
∑

π,π1∈Q

P (Wπ ∩Wπ1) ≥ a(
c

2
− a) ≥ ca

4
,

jei a ≤ c/4. Vadinasi, jei a(Q′′) ≤ c/4, tai paėme
‘
Q = Q′′, baigiame lemos i

‘
rodyma

‘
.

Tegu priešingai, a(Q′′) > c/4. Parenkame Q taip, kad ji būtu
‘
maksimalus Q′′ poaibis,

patenkinantis sa
‘
lyga

‘
a(Q) ≤ c/4. Po to ǐs netuščios aibės Q \ Q′′ imame elementa

‘
π′.

Pagal mūsu
‘
parinkima

‘
q(π′) + a(Q) > c/4, todėl ǐs (5) bei (3) gauname

µ ≥ ca(Q)
4

>
c

4

(
c

4
− q(π′)

)
≥ c2

32
.

Tai prieštarauja lemos sa
‘
lygai. Vadinasi, prielaida a(Q′′) > c/4 buvo neteisinga.

Lema i
‘
rodyta.

1 teoremos i
‘
rodymas. Galima nagrinėti atveji

‘
, kai µ = P (Ū) ≤ c2/32. Pastebėkime,

jog l̄ ∈ V̄ ∩Ωn yra nenulinis vektorius. Vadinasi, ji
‘
galime užrašyti l̄ = π+ k̄ su kažkokiu

π = kej , 1 ≤ L(π) = kj ≤ n ir tokiu, kad π ⊥ k̄. Turime L(π+k̄) = L(π)+L(k̄) = n. Dar
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daugiau, π ∈ Q′′ arba k̄ ∈ Ū . Iš tiesu
‘
, priešingu atveju pagal Q′ apibrėžima

‘
egzistuotu

‘
toks vektorius k̄1 ∈ U , kad k̄1 ⊥ π, π + k̄1 ∈ U ir

l̄ = k̄ + (π + k̄1)− k̄1 ∈ V.

Todėl turėdami omenyje ankstesnius apibrėžimus, lygybe
‘∑

π‖l̄

L(π) = n,

kai l̄ ∈ Ωn, bei (1), gauname

PnP (V̄ |Ωn) =
1
n

∑
l̄∈V̄ ∩Ωn

P (l̄)
∑
π‖l̄

L(π) =
1
n

∑
π+k̄∈V̄ ∩Ωn

π⊥k̄

q(π)L(π)P (k̄) ≤

≤
∑

π∈Q′′

q(π)
∑

L(k̄)=n−L(π)

P (k̄) +
1
n

∑
k̄∈Ū

P (k̄)(n− L(k̄))
∑

L(π)=n−L(k̄)

q(π)

=: Σ1 + Σ2.

(6)

Pagal teoremos sa
‘
lygas ir lema

‘
turime

Σ1 =
∑

π∈Q′′

q(π)P (Ωn−L(π)) ≤
C1

4c
Pnµ

ir

Σ2 ≤
C2

n
µ ≤ C2

c1
Pnµ.

I
‘
state

‘
paskutinius du i

‘
verčius i

‘
(6), baigiame 1 teoremos i

‘
rodyma

‘
.

2 teorema. 1 teoremos tvirtinimas yra teisingas nepriklausomiems Poisson’o a.d. ξj
su parametrais 1/j, 1 ≤ j ≤ n.

I
‘
rodymas. Patikriname (i)-(iv) sa

‘
lygas. Kadangi dabar

pj(k) = exp{−1
j
} 1
jk k!

,

tai (i) sa
‘
lyga yra patenkinta su c = e−1. Iš lygybės L(k̄) = 1k1 + · · · + nkn = m ≤ n

ǐsplaukia kj = 0, kai m+ 1 < j ≤ n. Todėl Cauchy formulė

∑
L(k̄)=m

m∏
j=1

1
jkjkj !

= 1
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duoda i
‘
verti

‘

P (Ωm) = Pn = exp
{
−

n∑
j=1

1
j

}
≥ e−1n−1

visiems 0 ≤ m ≤ n. Vadinasi, (ii) ir (iii) galioja su C1 = 1 bei c1 = e−1. Pagaliau,

∑
jk=m

1
jkk!

≤ 2
m

+
1
m

∑
k|m

2≤k≤m/2

1
(k − 1)!

(
k

m

)k−1

≤ 4
m
,

ir (iv) sa
‘
lygoje galime imti C2 = 4.

Taigi, 2 teorema ǐsplaukia ǐs 1 teoremos.

Mums reikalinga ǐsvada.

3 teorema. Jei h : Sn → G - adityvioji funkcija, apibrėžta naudojant dviguba
‘
seka

‘
ǐs

adicinės Abelio grupės G elementu
‘
hj(k), hj(0) = 0, tai bet kokiam poaibiui A ⊂ G

νn

(
h(σ) 6∈ A+A−A

)
≤ CP

( n∑
j=1

hj(ξj) 6∈ A
)
.

I
‘
rodymas. Trumpumo dėlei pažymėkime

H(k̄) =
n∑

j=1

hj(kj)

bei ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn). Pastebėkime, kad

H(l̄ + k̄) = H(l̄) +H(k̄), kai l̄ ⊥ k̄,

ir ǐs čia
H(l̄ − k̄) = H(l̄)−H(k̄), kai k̄ ‖ l̄.

Anksčiau buvome ǐsvede
‘
lygybe

‘

νn

(
h(σ) 6∈ A+A−A

)
= P

(
H(ξ̄) 6∈ A+A−A| ζ = n

)
.

Sa
‘
lyga ζ = n ekvivalenti 1 ir 2 teoremose naudotai sa

‘
lygai ξ̄ ∈ Ωn. Parinkime 2 teoremoje

naudota
‘
aibe

‘
U = {k̄ : H(k̄) ∈ A)} ir sudarykime plėtini

‘

V = V (U) =
{
k̄ = k̄1 + k̄2 − k̄3 ∈ V : k̄1, k̄2, k̄3 ∈ U, k̄1 ⊥ k̄2 − k̄3, k̄3 ‖ k2,

}
.

Bet kuriam ǐs šiu
‘
vektoriu

‘

H(k̄) = H(k̄1) +H(k̄2 − k̄3) = H(k̄1) +H(k̄2)−H(k̄3) ∈ A+A−A.
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Vadinasi,
H(k̄) 6∈ A+A−A) ⊂ {k̄ : k̄ 6∈ V } = V̄ .

Matome, kad 3 teorema yra 2 teoremos ǐsvada.

1 ǐsvada. Tarkime, kad h : Sn → R yra reali funkcija, apibrėžta simetrinėje grupėje.
Bet kokiems a ∈ R ir x ≥ 0 yra teisinga nelygybė

νn

(
|h(σ)− a| ≥ x

)
≤ CP

(∣∣∣∣ n∑
j=1

hj(ξj)− a

∣∣∣∣ ≥ x/3
)
.

I
‘
rodymas. 3 teoremoje paimkime G = R ir A = {u : |u − a| < x/3}. Kadangi

u ∈ A+A−A turi ǐsraǐska
‘
u = u1 + u2 − u3 su |ui − a| < x/3, i = 1, 2, 3, tai |u− a| < x

ir A+A−A ⊂ {u : |u− a| < x}. Vadinasi,

νn(|h(σ)− a| ≥ x) ≤ νn(h(σ) 6∈ A+A−A).

I
‘
rodyma

‘
baigiame

‘
pritaike

‘
3 teorema

‘
.

2 ǐsvada. Tarkime, kad h : Sn → R - reali adityvioji funkcija funkcija, apibrėžta
simetrinėje grupėje. Pažymėkime

A(n) =
∑

kj≤n

hj(k)
jkk!

, B(n)2 =
∑

kj≤n

hj(k)2

jkk!
.

Tada
Dn :=

1
n!

∑
σ∈Sn

(h(σ)−A(n))2 ≤ C1B(n)2.

Žia C1 - absoliuti teigiama konstanta.

I
‘
rodymas. Pastebėkime, kad Dn yra skirstinio

νn(x) := νn(h(σ)−A(n) < x)

antrasis momentas. Todėl

Dn = 2
∫ ∞

0

xνn(|h(σ)−A(n)| ≥ x) dx.

Pritaike
‘
1 ǐsvada

‘
, gauname

(1) Dn ≤ 18CE
( ∑

j≤n

hj(ξj)−A(n)
)2
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Dydžiui Dn reikšmės hj(k), kai jk > n, jokios i
‘
takos neturi. Tad, jas laikome lygiomis

nuliui. Naudodami Cauchy nelygybe
‘
, i

‘
vertiname∣∣∣∣ ∑

j≤n

Ehj(ξj)−A(n)
∣∣∣∣ ≤ ∑

j≤n

|e−1/j − 1|
∑

k≤n/j

|hj(k)|
jkk!

≤

≤
∑

jk≤n

|hj(k)|
jk+1k!

≤ B(n)
( ∑

j, k≥1

1
jk+1k!

)1/2

≤ C2B(n).

Dabar ǐs (1) ir nelygybės (x+ y)2 ≤ 2x2 + 2y2, x, y ∈ R, ǐsplaukia

Dn ≤ 36C
∑
j≤n

Ehj(ξj)2 + 36CC2
2B(n)2 ≤ C1B(n)2.

2 ǐsvada i
‘
rodyta.

Kitiems kombinatoriniams ansambliams šio skyrelio rezultatu̧ analogai yra labiau kom-
plikuoti.

16. Silpnasis didžiu
‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnis

Kada adityviu
‘
funkciju

‘
seka hn : Sn → R tenkina sa

‘
ryši

‘

(1) νn(|hn(σ)− α(n)| ≥ ε) = o(1),

kai n → ∞, α(n) yra realiu
‘
skaičiu

‘
seka, o ε > 0 - bet koks fiksuotas skaičius? Tokie

i
‘
verčiai paprastai vadinami didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsniais (silpnaisiais d.s.d.). Kadangi funkci-

jas hn turi ǐsraǐska
‘

hn(σ) =
n∑

j=1

hnj(kj(σ)),

čia hnj(k) - net triju
‘

kintamu
‘
ju

‘
seka, hnj(0) = 0, tai ir sa

‘
lygos turi ǐssireikšti per šia

‘
seka

‘
. Pastebėkime, jog visada galime imti hnj(k) = 0, jei j > n arba k > n/j. Iš tiesu

‘
,

šios reikšmės nedalyvauja (1) dažniuose ir gali būti bet kaip pakeistos.
Sugretinkime mūsu

‘
uždavini

‘
su atitinkama n.a.d. problema. Jei kaip ir anksčiau ξj ,

j = 1, 2, ..., - n.a.d., turintys Poisson’o skirstinius su parametrais 1/j atitinkamai, tai
reikia nagrinėti tikimybes

P (ε) := P (|Xn − α(n)| ≥ ε),

kai n→∞. Pažymėkime Xnj = hnj(ξj).

1 lema. A. dydžiai Xnj, 1 ≤ j ≤ n, yra tolygiai nykstami tada ir tik tada, kai
kiekvienam fiksuotam j ≥ 1 ir k ≥ 1 turime hnj(k) → 0.
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I
‘
rodymas. Skaičiuojame

(2) pn := max
j≤n

P (|Xnj | ≥ ε) = max
j≤n

∑
k≥1

|hnj(k)|≥ε

e−1/j 1
jkk!

.

Tarkime K ≥ 1 - bet koks fiksuotas skaičius. Jei hnj(k) → 0, tai ši savybė yra ǐslaikoma
su visais j ≤ K ir k ≤ K. Parinkime n ≥ n0 pakankamai dideli

‘
, kad |hnj(k)| < ε visiems

šitiems indeksams. Taigi dideliems n galime nagrinėti tik tokius dėmenis, kai j > K arba
k > K. Vadinasi,

pn ≤ max
K<j≤n

∑
k≥1

1
jkk!

+ max
j≥1

∑
k>K

1
jkk!

= O(
1
K

),

jei n ≥ n0. Taigi, Pn → 0, jei n→∞.
Atvirkščias tvirtinimas patikrinamas prieštaros būdu. Lema i

‘
rodyta.

Pažymėkime u∗ = min{|u|, 1} sgn bei anj = hnj(1).

2 lema. Tarkime, kad hnj(k) → 0 kiekvienam fiksuotam j ≥ 1 ir k ≥ 1. Jei

∑
j≤n

a∗
2

nj

j
→ 0,

tai paėme
‘

α(n) = A1(n) :=
∑
j≤n

|anj |<1

anj

j
,

gauname
P (|Xn −A1(n)| ≥ δ) = o(1),

kai n→∞.

I
‘
rodymas. Teiginys yra bendros n.a.d. sumavimo teorijos atitinkamos teoremos ǐsvada.

Pateiksime tik pora detaliu
‘
.

Tegu â = a, jei |a| < 1, ir â = 0, jei |a| ≥ 1. Pažymėkime

Yn =
∑
j≤n

X̂nj =
∑
j≤n

ĥnj(ξj).

Nagrinėkime

P (δ) := P (|Xn − Yn| ≥ δ) ≤ P (∃j : j ≤ n, Xnj 6= X̂nj) ≤
∑
j≤n

∑
k≤n/j

|hnj(k)|≥1

1
jkk!

≤

≤
∑
j≤n

|anj |≥1

1
j

+
∑
j≥1

∑
k≥2

|hnj(k)|≥1

1
jkk!

= o(1)
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Pirmoji suma artėjo i
‘
nuli

‘
pagal lemos sa

‘
lyga

‘
, o antroji - dėl eilučiu

‘
tolygaus konvergavimo

atžvilgiu n.
Toliau i

‘
sitikiname, kad ∑

j≤n

EX̂nj −A1(n) = o(1).

Vadinasi centruojančia
‘
konstantu

‘
seka

‘
A1(n) galime pakeisti vidurkiu

‘
suma. Toliau pri-

taikome Žebyšovo nelygybe
‘
. Gauname

P

(∣∣∣∣Yn −
∑
j≤n

EX̂nj

∣∣∣∣ ≥ δ

)
≤ δ−2

∑
j≤n

EX̂2
nj ≤ δ−2

∑
j≤n

∑
k≤n/j

ĥnj(k)2

jkk!
= o(1),

kai n neaprėžtai didėja. Ir vėl pasinaudojome 2 lemos sa
‘
lyga bei tolygiu kartotinės eilutės

konvergavimu n atžvilgiu.
2 lema i

‘
rodyta.

Atkreipkime dėmesi
‘
i
‘
viena

‘
aplinkybe

‘
: jei hnj(k) → 0, tai ribiniu

‘
teoremu

‘
sa

‘
lygose

nepasirodo reikšmės hnj(k) su k ≥ 2.

Teorema. Tarkime, kad kiekvienam fiksuotam j ≥ 1 ir k ≥ 1 yra patenkinta sa
‘
lyga

hnj(k) → 0. Jei ∑
j≤n

a∗
2

nj

j
→ 0,

tai su
α(n) = A1(n) =

∑
j≤n

|anj |<1

anj

j
,

dažniai
νn(δ) := νn(|hn(σ) −A1(n)| ≥ δ) = o(1),

kai n→∞. Žia δ > 0 bet koks fiksuotas skaičius.

I
‘
rodymas. Iš paskutinio skyrelio 1 ǐsvados gauname

νn(δ) ≤ CP (δ/3).

Todėl pagal 2 šio skyrelio lema
‘
νn(δ) = o(1), kai n→∞.

Teorema i
‘
rodyta.

17. Centrinė ribinė teorema

Kada adityviu
‘
funkciju

‘
sekai hn : Sn → R galioja centrinė ribinė teorema, t.y., kada

νn(x) := νn(hn(σ)− α(n) < x) → Φ(x) :=
1√
2π

∫ x

−∞
e−u2/2 du,
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su kažkokia realiu
‘
skaičiu

‘
seka α(n)? Žia ir vėliau ribinio perėjimo n→∞ nenurodinėsi-

me.
Kaip ir 14 skyrelyje, palyginkime ši

‘
uždavini

‘
su atitinkama n.a.d. problema. Tegu

kaip ir anksčiau ξj , j = 1, 2, ..., - n.a.d., turintys Poisson’o skirstinius su parametrais 1/j
atitinkamai. Reikšmes hnj(k), kai jk > n galime parinkti mums patogiu būdu. Kaip ir
didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnyje, net reikšmės, kai k ≥ 2, esant nykstamumo sa

‘
lygai hnj(k) → 0,

irgi neturės i
‘
takos. Pasinaudokime bendra a.d. sumavimo teorija.

1 lema. Tarkime Znj, j ≤ n, n.a.d su skirstiniu
‘
funkcijomis Fnj(x), Wn := Xn1 + · · ·+

Xnn. Tam kad jie būtu
‘

tolygiai nykstami ir

P (Wn − bn < x) → Φ(x),

yra būtina ir pakankama, kad

(i)
∑
j≤n

P (|Xnj | ≥ ε) → 0

kiekvienam ε > 0;

(ii)
∑
j≤n

( ∫
|x|<1

x2 dFnj(x)−
( ∫

|x|<1

x dFnj(x)
)2)

→ 1;

(iii) bn =
∑
j≤n

∫
|x|<1

x dFnj(x) + o(1).

Mūsu
‘
atveju 1 lemos sa

‘
lygos suprastėja.

2 lema. Tarkime anj → 0 su kiekvienu fiksuotu j ≥ 1. N.a.dydžiai Xnj := anjξj tenkina
(i), (ii) ir (iii) sa

‘
lygas tada ir tik tada, kai

(1)
∑
j≤n

|anj |≥ε

1
j
→ 0

kiekvienam ε > 0;

(2)
∑
j≤n

|anj |<1

a2
nj

j
→ 1;
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(3) bn =
∑
j≤n

|anj |<1

anj

j
+ o(1).

I
‘
rodymas. Salygu

‘
(i) ir (1) ekvivalentuma

‘
ǐs esmės jau esame nagrinėje

‘
14 skyrelyje.

Supaprastiname (ii) sa
‘
lyga

‘
. Kadangi dabar∫

|x|<1

x dFnj(x) =
∑
k≥1

|anj |k<1

e−1/j anjk

jkk!
,

tai

(4)
∑
j≤n

( ∫
|x|<1

x dFnj(x)
)2

≤
∑
j≤n

|anj |<1

a2
nj

( ∑
k≥1

e−1/j k

jkk!

)2

=
∑
j≤n

|anj |<1

a2
nj

j2
= o(1).

Taigi atėminys (ii) sa
‘
lygoje gali būti praleistas. Skaičiuokime jos pirma

‘
ji
‘
nari

‘
. Gauname,

kad jis lygus ∑
j≤n

|anj|<1

e−1/j
a2

nj

j
+

∑
j≤n

e−1/j
∑
k≥2

|anj |k<1

a2
njk

2

j
.

Pirma
‘
ji
‘
dėmeni

‘
supaprastiname naudodami nelygybe

‘
|e−1/j − 1| ≤ 1/j ir (4) i

‘
verti

‘
. Po

to lieka i
‘
sitikinti, kad paskutinis dėmuo artėja i

‘
nuli

‘
. Susumavus pagal k ≥ 2, matome,

jog jis neviršija ∑
j≤n

|anj |<1

a2
nj

j2
= o(1).

Panašiai nagrinėjamas ir (3) bei (iii) ekvivalentumas.
2 lema i

‘
rodyta.

Trumpumo dėlei (1), (2) ir (3) sa
‘
lygas užrašykime kiek kitaip. Tegu

u∗ = min{|u|, 1} sgnu.

3 lema. 2 lemos sa
‘
lygos yra ekvivalenčios tokioms sa

‘
lygoms:

(A)
∑
j≤n

anj<x

a∗
2

nj

j
→

{
1, jei x > 0,
0, jei x < 0;

(B) bn =
∑
j≤n

a∗nj

j
+ o(1).

I
‘
rodymas yra trivialus.
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4 lema. Jei skirstiniai
νn(x) := νn(hn(σ)− α(n) < x)

silpnai konverguoja i
‘

kažkokia
‘

skirsitinio funkcija
‘
F (x) ir

(5) νn(|gn(σ)− hn(σ)| ≥ ε) → 0,

tai ir νn(gn(σ)− α(n) < x) silpnai konverguoja i
‘

ta
‘

pačia
‘

funkcija
‘
F (x).

I
‘
rodymas. Žr. bendra

‘
ji
‘
tikimybiu

‘
teorijos kursa

‘
.

5 lema. Jei hnj(k) → 0 fiksuotiems j, k ≥ 1, anj := hnj(1), tai hn(σ) ir

gn(σ) :=
∑
j≤n

anjkj(σ)

patenkina (5) sa
‘
lyga

‘
.

I
‘
rodymas. Skirtumas hn(σ) − gn(σ) yra adityvioji funkcija, patenkinanti didžiu

‘
ju

‘
skaičiu

‘
dėsnio sa

‘
lygas (Žr. 14 skyrelio teorema

‘
).

5 lema i
‘
rodyta.

Funkcija gn(σ) yra visǐskai adityvi. Vadinasi, pagal 4 lema
‘

anksčiau suformuluota
‘

centrine
‘
ribine

‘
problema

‘
galima tirti tik tokioms funkcijoms. Toliau laikysime, kad hn

yra visǐskai adityviu
‘
funkciju

‘
seka, o Xnj = anjξj .

Teorema. Tegu hn(σ) - visǐskai adityviu
‘
ju
‘

funkciju
‘

seka, hnj(k) = anjk ir anj → 0
kiekvienam j ≥ 1. Jei

(A)
∑
j≤n

anj<x

a∗
2

nj

j
→

{
1, jei x > 0,
0, jei x < 0,

tai su

α(n) =
∑
j≤n

a∗nj

j

dažniai νn(hn(σ)−α(n) < x) konverguoja i
‘
standartinio normaliojo dėsnio skirstini

‘
Φ(x).

Atvirkščiai, jei be to, kiekvienam 0 < δ < 1

(6)
∑

δn<j≤n

a∗
2

nj

j
= o(1)

tai (A) sa
‘
lyga tokiam konvergavimui yra būtina.
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I
‘
rodymas. Pastebėkime, kad ǐs (A) ǐsplaukia

∑
j≤n

|anj |≥ε

a∗
2

nj

j
= o(1)

su kiekvienu ε > 0, todėl ir su kažkokiu ε = ε(n) → 0. Dar daugiau ǐs jos ǐsplaukia ir (6)
sa

‘
lyga. Iš tiesu

‘
, fiksuokime δ < 1 ir vertinkime

∑
δn<j≤n

a∗
2

nj

j
≤

∑
j≤n

|anj |≥ε

a∗
2

nj

j
+ ε

∑
δn<j≤n

1
j

= o(1) +O(ε(n) log 1/δ) = o(1).

Toliau taikome Fundamentalia
‘
ja

‘
lema

‘
.....

18. Multiaibės struktūros vektoriaus asimptotinis skirstinys

Polinomu
‘

virš baigtinio kūno F∗q [x] su vienetiniu vyriausiuoju koeficientu multip-
likacinis pusgrupis nesudaro auksčiau nagrinėto ansamblio. Skaičiaus n adityvieji skai-
diniai – irgi. Vienok, statistiku

‘
, apibrėžtu

‘
šiose struktūrose, tikimybinius uždavinius

galime spre
‘
sti. Šios struktūru

‘
klasės yra bendresniu

‘
struktūru

‘
, multiaibȩ, pavyzdžiai.

Apibrėžkime šia
‘
sa

‘
voka

‘
.

Tarkime σ – n eilės kombinatorinė struktūra, susidedanti ǐs komponenčiu
‘
, kuriu

‘
eilės

yra 1, 2, . . . , n ir tokiu
‘
komponenčiu

‘
yra k1, k2, . . . , kn, atitinkamai. Žia kj = kj(σ) ≥ 0

ir

(1) 1k1 + · · ·+ nkn = n.

Komponentės gali būti ir vienodos. Kiek galėtume sudaryti tokiu
‘
σ su struktūros vektori-

umi k̄, tenkinančiu (1) sa
‘
lyga

‘
? Tarkime, kad mes žinome visa

‘
j eilės komponenčiu

‘
skaičiu

‘
1 ≤ π(j) <∞, ǐs kuriu

‘
jos imamos su galimais pakartojimais. Tada ju

‘
sudarytume

Nn(k̄) = 1(1k1 + · · ·+ nkn)
n∏

j=1

(
π(j) + kj − 1

kj

)
.

Vadinasi, ǐs viso n eilės struktūru
‘
, vadinamu

‘
multiaibėmis, gautume

p(n) :=
∑
k̄, (1)

n∏
j=1

(
π(j) + kj − 1

kj

)
.

Pavyzdžiai:
1) F ∗q [x] atvejis: p(n) = qn, o π(j) = qj/j +O(qj/2);
2) n adityviu

‘
ju

‘
skaidiniu

‘
atvejis: π(j) = 1, p(n) – Hardžio-Ramanudžano funkcija;

3) šakniniai nenumeruoti mǐskai, susidedantys ǐs šakniniu
‘
medžiu

‘
;
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4) baigtinės aibės atvaizdžiu
‘

modeliai, kurie gaunami ǐs visu
‘

atvaizdžiu
‘

funkciniu
‘

digrafu
‘
praleidžiant viršūniu

‘
numeracija

‘
ir sutapatinant izomorfiškus digrafus;

5) binarieji mǐskai, susidedantys ǐs binariu
‘
ju

‘
medžiu

‘
.

Ne visuomet π(j) ir p(n) yra paprastu
‘
ǐsraǐsku

‘
. Kaip jas gauti?

1 teorema. Tegu

Z(t) = 1 +
∞∑

n=1

p(n)tn, a(t) =
∞∑

j=1

π(j)tj −

multiaibiu
‘

ir ju
‘

komponenčiu
‘

generuojančios funkcijos. Jas rǐsa lygybė

Z(t) =
∏
j≥1

(1− tj)−π(j) = exp
{ ∞∑

k=1

a(tk)
k

}
.

I̧rodymas. Žr. atitinkamos lemos F ∗q [x] atveju i
‘
rodyma

‘
.

Atskirais atvejais yra ir daugiau sa
‘
ryšiu

‘
, kuriuos galima būtu

‘
panaudoti. Tikimy-

biniai uždaviniai prasideda, kai mes traukiame σ su kažkokia tikimybe, dažniausiai lygia
νn({σ}) := 1/p(n). Aptarkime dažniu

‘

νn(k̄) := νn(k1(σ) = k1, . . . , kn(σ) = kn)

savybes.
Prisiminkime a.d., pasiskirsčiusiu

‘
pagal neigiama

‘
binomini

‘
dėsni

‘
su parametrais

(M,a), M ∈ N, 0 < a < 1, savybes. Jei γ toks dydis,, tai jo generuojanti funkcija
lygi

φ(z) :=
∑
k≥0

P (γ = k)zk =
(

1− a

1− za

)M

,

o jo faktorialiniai momentai lygūs

Eγ = φ′(z)|z=1 =
aM

1− a
, Eγ(γ − 1) = φ′′(z)|z=1 =

a2M(M + 1)
(1− a)2

, ...

Eγ(γ − 1) . . . (γ − i+ 1) = φ(i)(z)|z=1 =
(

a

1− a

)i Γ(M + i)
Γ(M)

, . . .

Žia Γ – Eulerio gama funkcija.
2 teroema. Tegu γ1, . . . , γn – nepriklausomi a.d., pasiskirste

‘
pagal neigiama

‘
binomini

‘
dėsni

‘
su parametrais (π(j), xj), 1 ≤ j ≤ n, x > 0, t.y.,

P (γj = k) =
(
π(j) + k − 1

k

)
(1− xj)π(j)xjk, k ≥ 0,



65

γ̄ = (γ1, . . . , γn) ir Θ = 1γ1 + · · ·+ nγn. Tada

νn(k̄) = P (γ̄ = k̄ |Θ = n).

I̧rodymas. Tegu

Zn(x) =
n∏

j=1

(1− xj)−π(j).

Skaičiuojame

(2) P (Θ = n) =
∑
k̄, (1)

n∏
j=1

(
π(j) + kj − 1

kj

)
(1− xj)π(j)xjkj = Z−1

n (x)xn · p(n).

Dabar sa
‘
lyginė tikimybė (2 teoremos formulavime) lygi

P (Θ = n)−11(1k1 + · · ·+ nkn = n)
n∏

j=1

(
π(j) + kj − 1

kj

)
(1− xj)π(j)xjkj =

Nn(k̄)
p(n)

.

�
Galėtume naudoti ir begalini

‘
vektoriu

‘

γ̄ := γ̄(x) = (γ1, . . . , γn, . . . ),

bet tada turėtume užtikrinti eilutės

1γ1 + · · ·+ nγn + · · ·

konvergavima
‘
su tikimybe 1. Pagal Borelio-Kantelio lema

‘
reiktu

‘
užtikrinti eilutės∑

j≥1

P (γj ≥ 1)

konvergavima
‘
. Natūralu

‘
x parinkima

‘
rodo ši teorema.

3 teorema. Tarkime kartotiniu
‘

atranku
‘

klasė A = {σ} tenkina sa
‘
lyga

‘

(3)
p(n− 1)
p(n)

→ x ∈ (0, 1).

Jei n→∞, tai (
k1(σ), . . . , kn(σ), 0, . . .

) νn⇒ γ̄(x)

baigtinamačiu
‘

skirstiniu
‘

prasme. Be to, pastaru
‘
ju
‘

visi fiksuotos eilės momentai konver-
guoja i

‘
ribinio proceso momentus.
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I̧rodymas. Neigiama
‘
binomini

‘
dėsni

‘
vienareikšmǐskai apibrėžia jo momentu

‘
seka, todėl

skirstiniu
‘
konvergavimas ǐsplauks ǐs visu

‘
eiliu

‘
momentu

‘
konvergavimo. Ir vėl patogiau

naudoti faktorialinius momentus. Paprastumo sumetimais nagrinėsime tik pirma
‘
sias r

koordinačiu
‘
, kai r fiksuotas skaičius. Imkime bet koki

‘
mǐsru

‘
ji
‘
i1 + · · · + ir =: i eilės

faktorialini
‘
momenta

‘

Eγ1(i1) . . . γr(ir) =
r∏

j=1

Eγj(ij) =
r∏

j=1

Γ(π(j) + ij)
Γ(π(j))

xjij

(1− xj)ij
=: M(x), 0 < x < 1.

Tiriamasis struktūros vektoriaus pirmu
‘
ju

‘
koordinačiu

‘
tokios pat eilės faktorialinis mo-

mentas lygus

Mn := En

(
k1(i1)(σ) . . . kr(ir)(σ)

)
=

1
p(n)

∑
σ∈An

k1(i1)(σ) . . . kr(ir)(σ).

Žia An = {σ ∈ A : σeile = n}.
Vėl pasinaudosime sa

‘
lyginėmis tikimybėmis. Kai a.d. X vidurkis egzistuoja ir Y –

a.d., i
‘
gyjantis sveikas neneigiamas reikšmes, turime

EX = E(E(x|Y )) =
∑
n≥0

E(X|Y = n)P (Y = n).

Tikimybinėje erdvėje, kurioje apibrėžti a.d. γj , j ≤ n, kai 0 < x < 1 gauname

M(x) =
∑
n≥0

E
(
γ1(i1) . . . γr(ir)| Θ = n

)
P (Θ = n) =:

∑
n≥0

unx
n.

Pagal 2 teorema
‘
sa

‘
lyginis vidurkis lygus Mn, todėl pasinaudoje

‘
(2) formule, gauname

(3) M(x) =
1

Zn(x)

∑
n≥0

Mnp(n)xn

Padauginkime abi puses ǐs multiaibės generuojančios funkcijos

Z(x) =
∑
n≥0

p(n)xn =
∏
j≥1

(1− xj)−π(j).

Matome, kad
Z(x)M(x) =

∑
n≥0

Mnp(n)xn
(
1 + xn+1 + · · ·

)
,

o paskutinė begalinė eilutė neturi i
‘
takos n Tayloro koeficiento skaičiavimui. Vadinasi,

n-ieji koeficientai yra susije
‘
lygybe

n∑
i=0

p(n− i)ui = p(n)Mn.
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Reikia rasti riba
‘

(4) Mn =
n∑

i=0

p(n− i)
p(n)

ui,

kai n→∞. Iš (3) ǐsplaukia
p(n− i)
p(n)

→ xi

kiekvienam fiksuotam i, be to,

sup
n≥N

p(n− 1)
p(n)

=: c < 1,

kai N pakankamai didelis. Pažymėkime

K = max
{

sup
n≥1

p(n− 1)
p(n)

, 1
}
,

tada
p(n− i)
p(n)

=
i−1∏
j=0

p(n− j − 1)
p(n− j)

≤ KNci−N .

Vadinasi, eilutė

Mn =
n∑

i=0

p(n− i)
p(n)

ui ≤
∞∑

i=1

uiK
Nci−N =

(
K

c

)N ∑
i≥0

uic
i =

(
K

c

)N

M(c) <∞.

Gauname
Mn →

∑
i≥0

uix
i = M(x).

�
Polinomu

‘
virš baigtinio kūno atveju p(n − 1)/p(n) = q−1, tad teorema galioja su

x = q−1. Kiti pavyzdžiai yra labiau komplikuoti. I
‘
domus pastebėjimas pasakomas šia

teorema:
4 teorema. Jei kartotinei atrankai yra patenkinta sa

‘
lyga

1
p(n)

∑
σ∈An

k1(σ) → l1 > 0,

tai
p(n− 1)
p(n)

→ l1
l1 + π(1)

.

Be to, tada teisingas 3 teoremos tvirtinimas.
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I̧rodymas. Pasinaudokime (4) formule, kai r = 1

Mn := Enk1(σ) =
1

p(n)

∑
σ∈An

k1(σ) ==
n∑

i=0

p(n− i)
p(n)

ui.

Dabar ui apibrėžiami eilute

M(x) := Eγ1 =
∑
n≥)

unx
n.

Bet momenta
‘
kairėje pusėje mes žinome. Tai

Γ(π(1) + 1)
Γ(π(1)

x

1− x
=
π(1)x
1− x

= π(1)x(1 + x+ · · · ).

Taigi, un ≡ π(1), kai n ≥ 1, o u0 = 0 ir todėl

Mn =
π(1)
p(n)

n∑
i=1

p(n− i).

Nesunku patikrinti, kad galioja rekurentusis sa
‘
ryšis

(5) Mn =
p(n− 1)
p(n)

(
M − n− 1 + π(1)

)
.

Jei patenkinta 4 teoremos sa
‘
lyga, pereiname prie ribos ir ǐs (5) ǐsvedame norima

‘
sa

‘
ryši

‘

l1 = lim
n→∞

p(n− 1)
p(n)

(l1 + π(1)).

Pirmasis teiginys rodytas. Kadangi surastoji riba yra intervale (0, 1), antrasis tvirtinimas
ǐsplaukia ǐs 3 teoremos. �

Toliau vystydami panašia
‘
teorija

‘
, kaip ir simetrinės grupės atveju, galėtume nagrinėti

adityvia
‘
sias funkcijas, apibrėžtas multiaibiu

‘
aibėje.
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